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0 考点提要

0.1 考点

(1) 微分中值定理.
(2) 定积分的几何应用 (弧长, 体积); 物理应用 (做功, 压力).
(3) 函数的极值、单调性、凹凸性、拐点讨论.
(4) 分段函数的连续性; 分段函数求导; 分段函数的定积分.
(5) 间断点类型讨论.
(6) 参数方程函数的求导 (特别是二阶导数); 隐函数的求导; 幂指函数的求导.
(7) 微分方程. y′′ + py′ + qy = 0, y′′ = f(y, y′), y′ + P (x)y = Q(x) 类型.
(8) 分部积分法.
(9) 反常积分.
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0.2 弱点 1 函数

0.2 弱点

(1) 泰勒公式, 泰勒中值定理.
(2) 积分中值定理.
(3) 介值定理, 零点定理.
(4) 不等式的证明.
(5) 极限存在的两个准则.
(6) 无穷小的比较.

1 函数

主要问题: 什么是函数? 常见的函数表达式类型?
常见考点: 求复合函数或复合函数的反求.

1.1 什么是函数

函数即 “对应关系” 本身. 对应关系是抽象的, 我们看到的解析表达式 y = f(x) 正是

为了表述、体现那个看不到摸不着的关系而给出的具象.
函数的表达方式有多种: 图像法, 表格法, 公式法. 有的函数可以用公式法表示, 但不

能用图像法表示 (例如狄利克雷函数); 有点函数只能用图像法或表格法表示, 但是得不到
其公式法表示. 事实上现实世界里变量之间的关系一般很难精确地满足某个解析式, 比如
股票价格、房屋价格很难找到一个具体的函数, 也不可能找得到. 很多科研工作就是在试
图找到一个尽可能接近真实的解析式.
教材中的函数, 都是用公式法表示的. 要特别重视公式法表示函数时的不同表现形式,

比如幂指函数、分段函数、用参数方程确定的函数、隐函数、积分上限的函数. 这些新的
函数形式在整个高等数学中极为重要和常见, 微积分学的很多基本问题, 例如极限、连续
性、求导、积分等, 都会特别关注对这几类函数的相关问题的讨论.

1.2 常见的函数表达式类型

• 分段式函数. (求极限、连续性讨论、求导、积分)
• 幂指函数: u(x)v(x). (求极限、求导)

• 积分上限的函数:
∫x

a

f(x) dx. (求导、求极限)

• 隐函数.
• 参数方程确定的函数.
把上述几类函数进行组合, 可以得到形式更为新颖、结构更为复杂的函数.
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2 极限

2 极限

主要问题: 什么是无穷小?
常见考点: 等价无穷小; 重要极限; 1∞ 型极限.

2.1 无穷小

lim
x→∗

f(x) = 0, 则 f(x) 为 x → ∗ 时的无穷小. (这里 x → ∗ 代表趋于常数、无穷大、单

侧逼近等各种情形.)
(1) 无穷小是一个函数.
(2) 必须指明条件 “x → ∗”. (比如 sinx 在 x → 0 时为无穷小, 而 x → ∞ 时什么也不是.)
(3) 等价无穷小 (同阶无穷小)、高阶无穷小 (低阶无穷小) 讲的是函数趋于 0 的速· 度· 的比
较. (比如 x → 0 时, x3 奔向 0 的速度比 x2 要快, 故 x → 0 时, x3 是较 x2 高阶的无
穷小.)

(4) 多项式函数中, 次数最低的项决定无穷小的阶数, 或者说决定其速度的数量级. (例
如 x → 0 时, 3x3 + 4x2 + 2x 与 x 是同阶无穷小.) 无穷大的情形则相反, 次数最高的
项起决定作用.

例 1 口算下列极限:

lim
x→∞

3x3 + 4x2 + 2x

7x3 + 1000x2 + x
, lim

x→0

3x3 + 4x2 + 2x

7x3 + 1000x2 + x
, lim

x→∞

3x2 − 2x− 1

2x3 − x2 + 5
,

lim
n→∞

(2n+ 1)10(3n− 2)20

(5n+ 4)30
, lim

n→∞

√
n2 + 2n−

√
n− 1

n
, lim

n→∞

3
√
n2 sin(n!)
n+ 1

.

例 2 设 f(x) = (cosx− 4) sinx+ 3x,

(1) 求 df(x)
d(x2)

;

(2) 当 x → 0 时, f(x) 是关于 x 的几阶无穷小?

2.2 常见的等价无穷小

x → 0 时,

x ∼ ex − 1 ∼ ln(1 + x) ∼ sin x ∼ tanx ∼ arcsinx ∼ arctan x,

1− cosx ∼ x2

2
,

(1 + x)a − 1 ∼ ax.
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2.3 1∞ 2 极限

可以用洛必达法则验证上述等价无穷小, 或者由泰勒展开式验证.

例如 sinx = x− 1

3!
x3+

1

5!
x5− 1

7!
x7+ · · · ,可见 x → 0时, sin x = x+o(x),即 sin x ∼ x.

又如 cosx = 1− 1

2!
x2+

1

4!
x4− 1

6!
x6+· · · ,当 x → 0时, cosx−1为无穷小,且 cosx−1 =

− 1

2!
x2 + o(x2), 即 cosx− 1 ∼ − 1

2!
x2, 或者 1− cosx ∼ x2

2
.

2.3 1∞

重要极限 lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e 是 1∞ 型极限的第一个例子. 其一般形式是

lim
x→∗

(
1 + α(x)

)β(x)
= exp{lim

x→∗
α(x)β(x)}, (1)

其中 x → ∗ 时, α(x) → 0, β(x) → ∞.
注意这是幂· 指· 函· 数· 求极限.
幂指函数 u(x)v(x) 这一函数形式在高等数学的学习中非常普遍, 关于它的求极限、求

导等问题, 要特别重视.
u(x)v(x) = ev(x) lnu(x), 可见它本质上是一个指数函数.
对于一般的幂指函数有

lim
x→∗

u(x)v(x) = lim
x→∗

ev(x) lnu(x) = exp
{
lim
x→∗

(
v(x) lnu(x)

)}
.

同样地

lim
x→∗

(
1 + α(x)

)β(x)
= exp

{
lim
x→∗

(
β(x) ln

(
1 + α(x)

))}
,

注意到 α(x) → 0 时, ln
(
1 + α(x)

)
∼ α(x), 故有 (1) 式成立.

记住 (1) 式, 有助于我们迅速地解决 1∞ 型极限问题.

例 3 口算下列极限:

lim
x→∞

(1 + x

x

)2x
, lim

x→∞

(
1− 1

x

)kx
, lim

x→∞

(2x+ 3

2x+ 1

)x+1

, lim
x→0

(1 + 2x)
3

sin x .

例 4 (考研 2011) lim
x→0

(
1 + 2x

2

) 1
x

= .

解 为 1∞ 型极限.

lim
x→0

(
1 + 2x

2

) 1
x

= lim
x→0

(
1 +

2x − 1

2

) 1
x
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2.4 重要性质 3 连续

= exp
{
lim
x→0

2x − 1

2
· 1
x

}
(由 (1) 式)

= exp
{
lim
x→0

2x ln 2
2

}
(洛必达法则)

= exp
{ ln 2

2

}
=

√
2.

例 5 (考研 2012) lim
x→π

4

(tanx)
1

cos x−sin x = .

解 为 1∞ 型极限.

lim
x→π

4

(tanx)
1

cos x−sin x = lim
x→π

4

(
1 + (tanx− 1)

) 1
cos x−sin x

= exp
{

lim
x→π

4

tanx− 1

cosx− sinx

}
(由 (1) 式)

= exp
{
lim
x→π

4

1

cos ·
sinx− cosx
cosx− sinx

}
= e−

√
2.

2.4 重要性质

有界函数与无穷小的乘积仍为无穷小.

例 6 求下列极限:

lim
x→∞

sinx
x

, lim
x→0

x2 sin 1

x
, lim

x→∞

arctan x
x

, lim
x→∞

x+ sinx
x+ 2

.

3 连续

主要问题: 什么是连续与间断?
常见考点: 分段函数连续性; 指出间断点的类型; 零点定理, 介值定理.

3.1 连续与间断

说一个函数连续, 就是其曲线连续、不断开.
• 判断连续或间断, 都只需要抓住一个表达式:

lim
x→x0

f(x) = f(x0).
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3.2 介值定理 4 导数与微分

• 上述定义式由三部分组成, 每一部分的不成立都导致间断:
(i) f(x0) 不成立, 即函数在 x0 无定义;
(ii) lim

x→x0

f(x) 不成立, 即函数在 x0 无极限;

(iii) 等号 “=” 不成立.
• 第一类间断是连续的 “近亲”, 是可修复的间断; 第二类间断则不然, 其间断的 “程度”
更为激烈.

例 7 设 f(x) =


2ex, x < 0,

1, x = 0,

3x+ a, x > 0.

若 lim
x→0

f(x) 存在, 求 a.

例 8 设 f(x) =

 x sin 1

x2
, x > 0,

x2 + a, x 6 0.
若函数 f(x) 在点 x = 0 连续, 求 a.

例 9 设函数 F (x) =


∫x

0

tf(t) dt

x2
, x ̸= 0,

a, x = 0,

其中 f(x) 具有二阶连续导数, 且 f(0) = 0.

(1) a 为何值时, F (x) 在 x = 0 处连续;
(2) 讨论 F (x) 在 (−∞,+∞) 上的可微性; 讨论导函数 F ′(x) 在 (−∞,+∞) 上的连续性.

例 10 设函数 f(x), F (x) 满足 |f(x)| 6 |F (x)|, F (x) 在 x = 0 处连续, 且 F (0) = 0. 试
证 f(x) 在 x = 0 处连续.

3.2 介值定理

零点定理、介值定理, 一定要结合几何意义去理解.

4 导数与微分

主要问题: 什么是可导? 可导与连续的关系?
常见考点: 隐函数求导; 参数方程函数的求导; 分段函数求导; 积分上限函数求导.
难点: 参数方程函数的求二阶导数; 高阶导数.
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4.1 关于导数 4 导数与微分

4.1 关于导数

• 定义式: f ′(x0) =
f(x)− f(x0)

x− x0

.

• 通俗解释: 可导函数曲线是光滑的; “尖点” 处不可导.
• 与连续的关系: 可导必定连续; 连续不一定可导. (比如函数在尖点处连续但不可导.)

例 11 单项选择:
1) 函数 f(x) = | sinx| 在点 x = 0 的导数是 ( )
(A) 不存在 (B) 1 (C) 0 (D) −1

2) 函数 f(x) =

 x sin 1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0
在点 x = 0 处 ( )

(A) 不连续 (B) 可导 (C) 连续但不可导 (D) 导数为无穷大

4.2 分段函数的求导

分段点的导数要用定义求.

例 12 1) 已知 f(x) =

{
x2, x > 0,

−x, x < 0,
求 f ′(x). 2) 已知 f(x) = x |x|, 求 f ′(x).

例 13 若函数 f(x) =

{
x2, x 6 1,

ax+ b, x > 1,
在 x = 1 处可导, 求 a, b.

4.3 幂指函数的求导

幂指函数本质上是复合函数: u(x)v(x) = ev(x) lnu(x). (这里 u(x) > 0.)

例 14 求下列函数的导数:
(1) xx; (2) xax ; (3) axx ; (a > 0)

4.4 隐函数求导

隐函数求导实质就是复合函数求导.

例 15 求下列隐函数的导数 dy
dx :

(1) xy = ex+y; (2) cos(x2 + y) = x; (3) y − xey = ln 3.

例 16 已知 u = exy, 其中 y = f(x) 由方程
∫ y

0

et2 dt =
∫x2

0

cos t dt 确定, 求 du
dx .
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4.5 参数方程函数的求导 4 导数与微分

例 17 设函数 y = f(x) 由方程 x
√
y = y

√
x 确定, 求 dy 和 d2y

dx2
.

4.5 参数方程函数的求导

其实质也是复合函数的求导. 要特别注意求二阶导数.

例 18 设 y = y (x) 由参数方程 {
x = 3t2 + 2t+ 3, (2)

y = 1 + ey sin t (3)

所确定, 求 d2y

dx2

∣∣∣
t=0

.

解 先求一阶导 dy
dx =

dy
dt
dx
dt
. 对 (3) 式两边关于 t 求导得

dy
dt = ey · dy

dt · sin t+ ey cos t,

整理得 dy
dt =

ey cos t
1−ey sin t

= ey cos t
2−y

. 又 dx
dt = 6t+ 2, 故

dy
dx =

ey cos t
(2− y)(6t+ 2)

. (4)

记 dy
dx = y′, 两边取对数得

ln y′ = y + ln cos t− ln(2− y)− ln(6t+ 2),

两边对 x 求导得
1

y′
· y′′ = y′ +

1

cos t · (− sin t) · dt
dx − 1

2− y
· (−1) · y′ + 1

6t+ 2
· 6 · dt

dx

= y′ +
(
− tanx− 6

6t+ 2

)
· 1

6t+ 2
+

1

2− y
· y′. ( dt

dx = 1
6t+2

)

当 t = 0 时, y = 1 + ey sin 0, 得 y = 1. 代入 (4) 得
dy
dx

∣∣∣
t=0

=
e
2
,

故
d2y

dx2

∣∣∣
t=0

=
e2
2
− 3

4
e.

例 19 设


x =

∫ t2

1

u lnu du,

y =

∫ 1

t2
u2 lnu du,

(t > 1), 求 d2y

dx2
.
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6 积分

5 导数的应用

主要问题: 微分中值定理如何理解? 极值与最值的区别?
常见考点: 恒等式或不等式的证明; 求函数的极值或最值, 单调性、凹凸性判别, 拐点.

极值是局部的; 最值是全局的. 驻点是可能的极值点; 极值点不一定是驻点.

6 积分

主要问题: 定积分的几何意义? 积分上限的函数如何理解? 换元积分法和分部积分法的实
质?

常见考点: 分段函数的定积分; 积分中值定理.

6.1 换元积分法 (第一类换元法)

换元积分法 (第一类换元法) 用来处理形如
∫
f
(
φ(x)

)
g(x) dx 的积分. 这类积分的特点

是: 被积表达式一般是两个函数的乘积, 其中一个为复合函数, 且其内函数 φ(x) 的导数往

往是剩下的那个函数 g(x), 即 φ′(x) = g(x), 或者说 d
(
φ(x)

)
= g(x) dx. 从而∫

f
(
φ(x)

)
g(x) dx =

∫
f
(
φ(x)

)
d
(
φ(x)

)
,

再把 φ(x) 视为一个整体变量 u, 做形如
∫
f(u) du 的积分.

例 20 计算下列各题:∫ sin
√
x√

x
dx,

∫ dx
x ln x,

∫ sinx+ cosx
3
√
sinx− cosx

dx,
∫
102 arccosx
√
1− x2

dx,
∫
1 + ln x
(x lnx)2 dx

6.2 分部积分法

分部积分法所处理的积分, 其被积表达式也一般是两个函数的乘积, 这两个函数是不
同类型的初等函数, 或者说通常是幂、指、对、三角、反三角等函数中的某两个. 分部积
分法的关键在于其中暗· 含· 了· 一· 次· 求· 导· , 使被积表达式中的一个函数得以 “消失” 或简化.

例如积分
∫
x2ex dx, 我们选择把 ex 先 “移到” 符号 d 之后, 得

∫
x2ex dx =

∫
x2 d(ex) = x2ex −

∫
ex d(x2)
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6.3 积分上限函数的求导 6 积分

= x2ex −
∫
2xex dx,

后移的函数 x2 被求了导. 继续这个想法, 其次数进一步降低, 最终成为一个常数. 即∫
x2ex dx = x2ex −

∫
2xex dx = x2ex − 2

∫
x d(ex) = x2ex − 2

(
xex −

∫
ex dx

)
.

例 21 计算下列各题:∫
x sinx dx,

∫
ex sin x dx,

∫
lnx dx,

∫
x lnx dx,

∫ 1

0

e
√
x dx

6.3 积分上限函数的求导

积分上限函数
∫x

a

f(x) dx 的求导公式:

d
dx

∫x

a

f(x) dx = f(x).

积分上限复合函数的求导:

d
dx

∫ g(x)

a

f(x) dx = f
(
g(x)

)
· g′(x).

例 22 计算下列各题:

d
dx

∫x

a

f(t2) dt, d
dx

∫x

a

tf(t2) dt, d
dx

∫x2

a

f(t2) dt, lim
x→0

∫x2

0

sin t dt

x4
,

例 23 (1) 设
∫x

0

f(t2) dt = x3, 求
∫ 1

0

f(x) dx. (2) 设
∫x2

0

f(t) dt = 4x4 − 2x2, 求 f(x).

6.4 分段函数的定积分

例 24 计算下列定积分: (1)
∫ 2π

0

| sinx| dx; (2)
∫ 5

−2

f(x) dx,其中 f(x) =

{
13− x2, x < 2,

1 + x2, x > 2.

11



6.5 积分中值定理 7 定积分的应用

6.5 积分中值定理

例 25 试证明: 若 f(x), g(x) 都是可微函数, 且当 x > a 时, |f ′(x)| 6 g′(x), 则当 x > a 时,
|f(x)− f(a)| 6 g(x)− g(a).

证明 由 x > a 时 |f ′(x)| 6 g′(x) 有∫x

a

|f ′(x)| dx 6
∫x

a

g′(x) dx.

又 ∣∣∣∣∫x

a

f ′(x) dx
∣∣∣∣ 6 ∫x

a

|f ′(x)| dx,

且 ∣∣∣∣∫x

a

f ′(x) dx
∣∣∣∣ = ∣∣∣[f(x)]x

a

∣∣∣ = |f(x)− f(a)| ,∫x

a

g′(x) dx =
[
g(x)

]x
a
= g(x)− g(a),

得

|f(x)− f(a)| 6 g(x)− g(a).

7 定积分的应用

主要问题: 什么是元素法?
常见考点: 求面积; 弧长; 旋转体体积; 做功问题.

例 26 求曲线


x =

∫ t

1

cosu
u

du,

y =

∫ t

1

sin u
u

du
自 t = 1 至 t =

π

2
一段弧的长度.

例 27 设有半径为 10 的半球形水池, 试求将池内水全部抽出池外所耗费的功.

..
O

.
−10

.
10

.

−10

.
y+dy
.

y

.
X

.

Y
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9 常微分方程

8 反常积分

积分
∫a

0

1

xp
dx, 当 p < 1 时收敛; 当 p > 1 时发散. 其中 a 为任意正数.

积分
∫+∞

a

1

xp
dx, 当 p > 1 时收敛; 当 p 6 1 时发散. 其中 a 为任意正数.

9 常微分方程

9.1 二阶常系数齐次线性微分方程

求解

y′′ + py′ + qy = 0, (p, q 是常数)

对应的特征方程 r2 + pr + q = 0, 得特征根 r1, r2.
(1) 若为两相异实根 r1 ̸= r2, 则通解 y = C1er1x + C2er2x.
(2) 若为两相同实根 r1 = r2 = r, 则通解 y = (C1 + C2x)erx.
(3) 若为复根 r1,2 = α± iβ, 则通解 y = eαx(C1 cos βx+ C2 sin βx).

9.2 二阶常系数非齐次线性微分方程

非齐次方程

y′′ + py′ + qy = f(x), (p, q 是常数) (5)

的通解, 是该方程的一个特解再· 加· 上· 对应齐次方程 y′′ + py′ + qy = 0 的通解.
(1) 设 f(x) = eλxPm(x), 这里 λ 为常数, Pm(x) 为 m 次多项式. 则非齐次方程 (5) 的一
个特解为

y∗ = xkQm(x)eλx,

其中 k 是 λ 为特征方程 r2 + pr + q = 0 的根之重数, k = 0, 1, 2. Qm(x) 是 m 次多项

式, 其系数待定.
(2) 设 f(x) = eλx

(
Pl(x) cosωx + Pn(x) sinωx

)
, 这里 Pl(x) 为 l 次多项式, Pn(x) 为 n 次

多项式. 记 m = max{l, n}.
若 λ± iω 是特征方程 r2 + pr + q = 0 的 k 重根, k = 0, 1, 则非齐次方程 (5) 的一个
特解为

y∗ = xkeλx
(
Qm(x) cosωx+Rm(x) sinωx

)
,

其中 Qm(x), Rm(x) 是 m 次多项式, 其系数待定.

13



附录一 几个反例

附录一 几个反例

A.1 函数在某一点可导, 是否存在该点的某个邻域, 使函数在该邻域内
每一点都可导?

答案是否定的.

例 28 函数

f(x) =

x2| cos π
x
|, x ̸= 0,

0, x = 0

在 x = 0 可导, 而在 x = 0 的任何邻域内都有不可导点.
事实上

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

x2| cos π
x
|

x
= 0,

即函数在 x = 0 可导.
对 x = 0 的任何邻域 (−δ, δ), 取充分大的 n, 使 xn = 1

n+ 1
2

∈ (−δ, δ). 下面考虑函数在

点 x2n = 2
4n+1

的导数. 注意到 f(x2n) = 0, 有

f ′
−(x2n) = lim

∆x→0−

f(x2n +∆x)− f(x2n)

∆x

= lim
∆x→0−

(
2

4n+1
+∆x

)2∣∣ cos π
2

4n+1
+∆x

∣∣− 0

∆x

=
( 2

4n+ 1

)2 lim
∆x→0−

∣∣ cos (4n+1)π
2+(4n+1)∆x

∣∣
∆x

=
( 2

4n+ 1

)2 lim
∆x→0−

− cos (4n+1)π
2+(4n+1)∆x

∆x
(cos (4n+1)π

2+(4n+1)∆x
→ 0−)

=
( 2

4n+ 1

)2 lim
∆x→0−

sin (4n+ 1)π

2 + (4n+ 1)∆x
·
(
− (4n+ 1)2π(

2 + (4n+ 1)∆x
)2) (洛必达法则)

= − 4

(4n+ 1)2
· (4n+ 1)2π

4
sin

(π
2
+ 2nπ

)
= −π.

类似地有 f ′
+(x2n) = π. 故函数 f(x) 在 x2n 不可导.

同理可证 f(x) 在 x2n+1 不可导. 所以 f(x) 在 xn = 1
n+ 1

2

均不可导.
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A.2 导函数是否连续 附录一 几个反例

A.2 可导的函数本身一定是连续的. 其导函数也一定连续吗?
答案是否定的.

例 29 函数

f(x) =

3x2sin 1
x
, x ̸= 0,

0, x = 0

的导函数

f ′(x) =

6xsin 1
x
− 3cos 1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0

在 x = 0 不连续, 因为极限

lim
x→0

(
6xsin 1

x
− 3cos 1

x

)
不存在.
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