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为什么要讨论向量?
本章的题⽬是 “线性⽅程组”, 但是先要讲的是 “向量” 这个话题. 为什么?
主要意义: 代数与⼏何相结合. ⽤⼏何的观点理解、表达代数.
⽐如线性⽅程组的问题, 等同于 “向量的线性表⽰” 的问题. 例如, 线性⽅程

组
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
x1 + x2 + x3 = 6,

x1 +2x2 +3x3 =11,

x1 +4x2 +9x3 =23.

可以等价地表⽰为

x1


1

1

1

+ x2


1

2

4

+ x3


1

3

9

 =


6

11

23

 .

这相当于讨论向量 β =


6

11

23

 能否由向量 α1 =


1

1

1

, α2 =


1

2

4

, α3 =


1

3

9

 3.3

.线 .性 .表 .⽰.
易得 x1 = 2, x2 = 3, x3 = 1. 即向量 β 可以由向量 α1, α2, α3 线性表⽰, 并

且线性表⽰的系数分别是 2, 3, 1. 即

β = 2α1 + 3α2 +α3.

3.4

阅读 & 思考
阅读本章, 请注意思考两个重要问题:

• 什么是极⼤⽆关组?
• 秩的本质是什么?

概略地说, 这两个概念要结合⼏何意义去理解.
极⼤⽆关组相当于坐标系. 例如在三维空间取定 10 个⾮零向量, 假设它们都

在同⼀个平⾯内, 那么在这些向量中随便找两个不共线的向量, 就可以线性表⽰

余下的所有向量. 这两个向量就是⼀个极⼤⽆关组, 它们就像坐标系⼀样, 可以组

合出这个平⾯内的任意向量.
这个极⼤⽆关组中所含向量的个数, 就是这 10 向量的秩. 其本质是这 10 个

三维向量所能构成的⼦空间的维数. 它们都在⼀个平⾯上, 最多只能构成⼀个 2
维⼦空间.

矩阵的秩, 表⾯上是⾼斯消元法过程中, 最后剩下的⾮零⾏的⾏数.
矩阵的秩, 其本质是: 矩阵的行向量 (或者列向量) 所张成的子空间的维数.

或者说, 构成矩阵的向量, 矗⽴在空间中, 它们所在的⼦空间的最⼩维数, 就是矩

阵的秩. 3.5

Warning
本章还将学习全书最重要的结论: 线性⽅程组解的结构.
另外要⾮常熟悉以下知识点:

(1) Ax = 0 只有零解的充要条件; 有⾮零解的充要条件.
(2) Ax = b ⽆解、有唯⼀解、有⽆穷多解的充要条件.

3.6
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1 n 维向量及其线性相关性

Definition 1 (n 维向量). 数域 F 上的 n 个数 a1, a2, · · · , an 构成的有序数组,
称为

:::
数

::
域

::
F

:::
上

::
的

:::
⼀

::
个

::
n

:::
元

::
向

::
量, 简称

::
n

:::
维

::
向

::
量, 记作

α = (a1, a2, · · · , an),

其中 ai 称为 α 的第 i 个分量.

• 当 F 取 R 时, α 为
::
实

::
向

::
量;

• 当 F 取 C 时, α 为
::
复

::
向

::
量.

本课程⼀般只讨论实向量. 3.7

n 维向量可以写成⼀⾏,

(a1, a2, · · · , an),

也可以写成⼀列, 
a1

a2
...

an

 ,

分别称为
::
⾏

::
向

:::
量和

::
列

::
向

:::
量, 也就是

::
⾏

::
矩

:::
阵和

::
列

::
矩

::
阵, 并规定⾏向量和列向量都按

矩阵的运算规则进⾏运算. 3.8

因此, n 维列向量 
a1

a2
...

an


与 n 维⾏向量

(a1, a2, · · · , an)

是两个不同的向量. 3.9

数域 F 上的全体 n 元向量组成的集合, 记作 Fn, 称为数域 F 上的
::
n

::
维

:::
向

::
量

::
空

::
间.

例如 n 维实向量的全体组成的集合为

Rn =
{
x = (x1, x2, · · · , xn)T | x1, x2, · · · , xn ∈ R

}
,

Rn 叫做
:
n

:::
维

::
实

::
向

::
量

:::
空

::
间. 3.10

Definition 2. 设 αi ∈ Fn, ki ∈ F , i = 1, 2, · · · ,m, 则向量

k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm

称为向量组 α1, α2, · · · , αm 在数域 F 上⼀个
::
线

::
性

:::
组

::
合. 向量 α1, α2, · · · , αm

的所有线性组合构成的集合称为 α1, α2, · · · , αm 的
::
张

::
成 (span). 向量 α1, α2,

· · · , αm 的张成记为 span(α1,α2, · · · ,αm).
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Definition 3. 给定向量组 α1, α2, · · · , αm 和向量 β, 如果存在⼀组数 λ1, λ2,
· · · , λm, 使

β = λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λmαm,

则称向量 β 能由向量组 α1, α2, · · · , αm
::
线

::
性

::
表

::
⽰ (或

::
线

::
性

:::
表

::
出).

3.11

线性方程组的又一个等价表达

设有线性⽅程组 Ax = b, 其中 A 为 m× n 矩阵. 记

A =
(
α1,α2, · · · ,αn

)
,

则

(
α1,α2, · · · ,αn

)

x1

x2
...

xn

 = b,

即线性⽅程组可等价地表为

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = b.

� 向量 b 能由向量组 α1, α2, · · · , αn 线性表⽰, 等价于⽅程组

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = b

有解. 3.12

例如, 设α1 = (a11, a21, a31, a41)
T, α2 = (a12, a22, a32, a42)

T, α3 = (a13, a23, a33, a43)
T,

则

x1α1 + x2α2 + x3α3

=x1


a11

a21

a31

a41

+ x2


a12

a22

a32

a42

+ x3


a13

a23

a33

a43

 =


a11x1 + a12x2 + a13x3

a21x1 + a22x2 + a23x3

a31x1 + a32x2 + a33x3

a41x1 + a42x2 + a43x3

 .

故 x1α1 + x2α2 + x3α3 = b

等价于 
a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3,

a41x1 + a42x2 + a43x3 = b4.

� ⽅程的个数 = 向量的维数. α1, · · · , α4 是⾏向量时, 结果完全相同. 3.13
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Definition 4. 给定向量组 α1, α2, · · · , αm ∈ Fn, 若存在 .不 .全 .为 .零的数 k1, k2,
· · · , km ∈ F , 使

k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm = 0, (1)

则称向量组 α1, α2, · · · , αm
::
线

:::
性

::
相

::
关 (linearly dependent); 否则, 称 α1, α2, · · · ,

αm
::
线

::
性

:::
⽆

::
关 (linearly independent).

3.14
由定义⽴即可得:

Theorem 5. 向量组 α1, α2, · · · , αm 线性相关, 等价于齐次⽅程组

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xmαm = 0

有非零解.
向量组 α1, α2, · · · , αm 线性⽆关, 等价于齐次⽅程组

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xmαm = 0

只有零解.
3.15

对于只含有⼀个向量 α 的向量组, 若存在 k ̸= 0, 使得

kα = 0,

则

α =
1

k
0 = 0.

若 α ̸= 0, 要使

kα = 0,

必须 k = 0.
� 当 α = 0 时, 向量组 α 线性相关. 当 α ̸= 0 时, 向量组 α 线性⽆关. 3.16

Theorem 6. 向量组 α1, α2, · · · , αm (m ⩾ 2) 线性相关的充分必要条件: α1,
α2, · · · , αm 中⾄少有⼀个向量可以由其余 m− 1 个向量线性表示.

证: 设 α1, α2, · · · , αm 线性相关, 则存在 .不 .全 .为 .零的数 k1, k2, · · · , km, 使

k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm = 0,

不妨设 k1 ̸= 0, 则

α1 = −k2
k1

α2 −
k3
k1

α3 · · · −
km
k1

αm,

即 α1 能由 α2, · · · , αm 线性表⽰.
如果向量组 α1, α2, · · · , αm 中⾄少有⼀个向量可以由其余 m− 1 个向量线

性表⽰, 不妨设 α1 能由 α2, · · · , αm 线性表⽰, 即

α1 = λ2α2 + λ3α3 + · · ·+ λmαm,

于是

(−1)α1 + λ2α2 + λ3α3 + · · ·+ λmαm = 0.

⽽ −1, λ2, λ3, · · · , λm .不 .全 .为 .零, 故 α1, α2, · · · , αm 线性相关. 3.17
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证明线性无关的方法

证明向量组 α1, α2, · · · , αm 线性⽆关的最基本⽅法: 说明齐次⽅程组

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xmαm = 0

只有零解.
也常常表述为: 设

k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm = 0,

然后说明上式成⽴, 只能有唯⼀的选择: k1 = k2 = · · · = km = 0. 3.18

Example 7. 设 n 维向量

εi = (0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0),

即第 i 个分量为 1, 其余分量为 0, 则 ε1, ε2, · · · , εn 线性⽆关.

证: 设

x1ε1 + x2ε2 + · · ·+ xnεn = 0.

即

(x1, x2, · · · , xn) = 0,

故只能有 x1 = x2 = · · · = xn = 0. 得证 ε1, ε2, · · · , εn 线性⽆关. 3.19

n 维向量 ε1, ε2, · · · , εn 称为
::
基

:::
本

::
向

::
量.

Fn 中任何向量 α = (a1, a2, · · · , an) 都可以由 ε1, ε2, · · · , εn 线性表⽰, 即

α = a1ε1 + a2ε2 + · · ·+ anεn.

这和 R3 中的基本向量 i, j, k 类似.
� 基本向量 ε1, ε2, · · · , εn 在向量空间 Fn 中充当了坐标系的功能. 3.20

Example 8. 包含零向量的向量组是线性相关的.

证: 设有向量组 α1, α2, · · · , αm, 不妨设 α1 = 0. 则存在不全为零的数 1, 0, 0,
· · · , 0, 使得

1α1 + 0α2 + · · ·+ 0αm = 0,

故向量组 α1, α2, · · · , αm 线性相关. 3.21

Example 9. 如果向量组 α1, α2, · · · , αm 中有⼀部分向量线性相关, 则整个向量

组也线性相关.

证: 不妨设前 j 个向量 α1, α2, · · · , αj 线性相关, j ⩽ m. 则存在⼀组不全为零

的数 k1, k2, · · · , kj 使

k1α1 + k2α2 + · · ·+ kjαj = 0,

从⽽存在不全为零的数 k1, k2, · · · , kj , 0, · · ·, 0 使

k1α1 + k2α2 + · · ·+ kjαj + 0αj+1 + · · ·+ 0αm = 0,
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得证整个向量组 α1, α2, · · · , αm 线性相关.
其逆否命题是: 如果 α1, α2, · · · , αm 线性⽆关, 则其任⼀部分向量组都线性

⽆关.
� 部分相关, 则整体相关; 整体⽆关, 则部分⽆关. 3.22

Theorem 10. 任意 n+ 1 个 n 维向量必线性相关.

证: 对向量组 α1, α2, · · · , αn, αn+1 ∈ Fn, 设

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xn+1αn+1 = 0.

注意到此齐次线性⽅程组中, 未知量个数为 n + 1, ⽽⽅程个数为 n, 故⽅程组⼀

定有⽆穷多解, 从⽽必有⾮零解.
得证 α1, α2, · · · , αn, αn+1 线性相关.

� 向量的个数 > 向量的维数 =⇒ 向量组必线性相关. 3.23

Theorem 11 (⊠). 若向量组 α1, α2, · · · , αr 线性⽆关, ⽽ β, α1, α2, · · · , αr

线性相关, 则 β 可以由 α1, α2, · · · , αr 线性表示, 且表示法唯⼀.

证: 设有不全为零的 k, k1, · · · , kr 使得

kβ + k1α1 + · · ·+ krαr = 0, (2)

则必有 k ̸= 0. 事实上, 假若 k = 0, 则 (2) 式为

k1α1 + · · ·+ krαr = 0,

⽽ α1, α2, · · · , αr 线性⽆关, 故必有

k1 = k2 = · · · = kr = 0.

这与 k, k1, · · · , kr 不全为零⽭盾. 3.24

从⽽

β = −k1
k
α1 − · · · − kr

k
αr,

即证 β 可以由 α1, α2, · · · , αr 线性表⽰.
下证表⽰法唯⼀. 设 β 有两种表⽰:

β = l1α1 + l2α2 + · · ·+ lrαr, β = h1α1 + h2α2 + · · ·+ hrαr,

两式相减得

(l1 − h1)α1 + (l2 − h2)α2 + · · ·+ (lr − hr)αr = 0.

⽽ α1, α2, · · · , αr 线性⽆关, 故必有

l1 − h1 = l2 − h2 = · · · = lr − hr = 0,

即 li = hi, i = 1, 2, · · · , r. 得证表⽰法唯⼀. 3.25
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Corollary 12. 如果 Fn 中的 n 个向量 α1, α2, · · · , αn 线性⽆关, 则 Fn 中的

任⼀向量 α 可以由 α1, α2, · · · , αn 线性表示, 且表示法唯⼀.

证: 由 “任意 n + 1 个 n 维向量必线性相关”, 故 α, α1, α2, · · · , αn 线性相关.
由前述定理得到结论成⽴. 3.26

Example 13. 设 α1 = (1,−1, 1), α2 = (1, 2, 0), α3 = (1, 0, 3), α4 = (2,−3, 7). 问:

1. α1, α2, α3 是否线性相关?
2. α4 可否由 α1, α2, α3 线性表⽰? 如能表⽰, 求其表⽰式.

解: (1) 设

x1α1 + x2α2 + x3α3 = 0. (3)

其系数⾏列式为∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1

−1 2 0

1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
c3−3c1======

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −2

−1 2 3

1 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1 −2

2 3

∣∣∣∣∣ = 7 ̸= 0.

故齐次⽅程组 (3) 只有零解. 即证 α1, α2, α3 线性⽆关. 3.27

(2) 由 “任意 n + 1 个 n 维向量必线性相关” 知, α1, α2, α3, α4 线性相关.
⽽ α1, α2, α3 线性⽆关, 故 α4 必可由 α1, α2, α3 线性表⽰, 且表⽰式唯⼀.

设

α4 = k1α1 + k2α2 + k3α3,

由
1 1 1 2

−1 2 0 −3

1 0 3 7

 r2+r1−−−−→
r3−r1


1 1 1 2

0 3 1 −1

0 −1 2 5

 r2+3r3−−−−→
r2↔r3


1 1 1 2

0 −1 2 5

0 0 7 14


r2×(−1)−−−−−→
r3÷7


1 1 1 2

0 1 −2 −5

0 0 1 2

 −−−→


1 0 0 1

0 1 0 −1

0 0 1 2


故 α4 = α1 −α2 + 2α3. 3.28

Example 14 (P.118 例 5). 设向量组 α1, α2, α3 线性⽆关, 又 β1 = α1+α2+2α3,
β2 = α1 −α2, β3 = α1 +α3. 证明 β1, β2, β3 线性相关.

证: 因为

β1 = −β2 + 2β3,

故 β1, β2, β3 线性相关. 3.29

Theorem 15. 1. 如果⼀组 n 维向量 α1, α2, · · · , αs 线性⽆关, 那么把这些
向量各任意添加 m 个分量, 所得到的新向量组 α∗

1, α∗
2, · · · , α∗

s 也线性⽆

关.
2. 如果 α1, α2, · · · , αs 线性相关, 那么它们各去掉相同的若⼲个分量, 所得
的新向量组也是线性相关的.
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证: 两者互为逆否命题, 证明第⼀个即可.
向量 α1, α2, · · · , αs 线性⽆关, 则⽅程组

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xsαs = 0

只有零解. 设 αi = (a1i, a2i, · · · , ani), i = 1, 2, · · · , s, 则
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1sxs = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2sxs = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ ansxs = 0.

(4)

3.30

不妨设每个向量增加了⼀个分量, 即

α∗
i = (a1i, a2i, · · · , ani, an+1,i), i = 1, 2, · · · , s.

设

x1α
∗
1 + x2α

∗
2 + · · ·+ xsα

∗
s = 0,

则 

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1sxs = 0,

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2sxs = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · ·+ ansxs = 0,

an+1,1x1 + an+1,2x2 + · · ·+ an+1,sxs = 0.

(5)

⽅程组 (5) 的解全是⽅程组 (4) 的解.
⽽⽅程组 (4) 只有零解, 故⽅程组 (5) 也只有零解. 得证向量组 α∗

1, α∗
2, · · · ,

α∗
s 线性⽆关. 3.31

设向量组线性相关, 若增加的分量全为零, 则得到的新向量组也线性相关.

事实上, 设向量组 α1, α2, · · · , αs 线性相关, 把这些向量各任意添加 m 个全

为 0 的分量, 所得到的新向量组记为 α∗
1, α∗

2, · · · , α∗
s.

此时⽅程组

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xsαs = 0

与⽅程组

x1α
∗
1 + x2α

∗
2 + · · ·+ xsα

∗
s = 0

完全相同. 所以新向量组 α∗
1, α∗

2, · · · , α∗
s 也线性相关.

� 总之, 对应位置全为 0 的分量, 不影响向量组的线性相关性. 3.32

Example 16. 考察下列向量的线性相关性:

1

0

0

2

5


,



0

1

0

6

9


,



0

0

1

4

3


.
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解: 去掉最后两个分量所得的向量组
1

0

0

 ,


0

1

0

 ,


0

0

1


线性⽆关, 故原向量组线性⽆关. 3.33

2 向量组的秩及其极大线性无关组

Definition 17. 如果向量组 α1, α2, · · · , αs 中存在 r 个线性⽆关的向量, 且其

中任⼀个向量都可以由这 r 个线性⽆关的向量线性表⽰, 则数 r 称为
::
向

::
量

::
组

:::
的

::
秩

(rank), 记作

r(α1,α2, · · · ,αs) = r.

或 rank(α1,α2, · · · ,αs) = r.

α1, α2, · · · , αs 线性⽆关, 当且仅当

r(α1,α2, · · · ,αs) = s.

只含有零向量的向量组的秩为 0. 只含有⼀个⾮零向量的向量组的秩为 1. 3.34

Definition 18. 如果向量组 β1, β2, · · · , βt 中的每⼀个向量可由向量组 α1, α2,
· · · , αs 线性表⽰, 就称向量组 β1, β2, · · · , βt 可由向量组 α1, α2, · · · , αs

:::
线

::
性

::
表

::
⽰. 如果两个向量组可以互相线性表⽰, 则称这两个向量组是

::
等

::
价的.

向量组的线性表⽰, 具备:

• ⾃反性. 即向量组⾃⼰可以线性表⽰⾃⼰.
• 传递性. 设向量组 A 可以被向量组 B 线性表⽰, 向量组 B 又可以被向量组

C 线性表⽰, 则向量组 A 可以被向量组 C 线性表⽰.

但不具备对称性. 即: 向量组 A 可以被向量组 B 线性表⽰, 不⼀定有向量组

B 可以被向量组 A 线性表⽰. 3.35

向量组的等价, 具备:

1. ⾃反性: 任⼀向量组和⾃⾝等价.
2. 对称性: 向量组 A 与向量组 B 等价, 当然向量组 B 与向量组 A 等价.
3. 传递性: 设向量组 A 与向量组 B 等价, 向量组 B 又与向量组 C 等价, 则向

量组 A 与向量组 C 等价.
3.36

� 部分总可以由整体线性表⽰; 但反之不成⽴.
例如设向量 α1, α2, · · · , αt 是向量组 α1, α2, · · · , αs 的前 t 个向量, t ⩽ s.

则 α1, α2, · · · , αt 可以由向量组 α1, α2, · · · , αs 线性表⽰. 3.37

Theorem 19. 如果向量组 β1, β2, · · · , βt 可由向量组 α1, α2, · · · , αs 线性表

示, 且 t > s, 则向量组 β1, β2, · · · , βt 线性相关.

10



证: ⽐如, β1, β2, β3 可以由 α1, α2 线性表⽰, 记

β1 = k11α1 + k21α2, β2 = k12α1 + k22α2, β3 = k13α1 + k23α2.

设

x1β1 + x2β2 + x3β3 = 0,

则

(x1k11 + x2k12 + x3k13)α1 + (x1k21 + x2k22 + x3k23)α2 = 0. (6)

⽆论 α1, α2 线性相关或线性⽆关, 只要

x1k11 + x2k12 + x3k13 = 0,

x1k21 + x2k22 + x3k23 = 0,
(7)

都可以使 (6) 成⽴. ⽽线性⽅程组 (7) 中未知量个数 3 ⼤于⽅程个数 2, 故有⽆穷

多解, 故存在⾮零解. 得证 β1, β2, β3 线性相关. 3.38

Corollary 20. 如果向量组 β1, β2, · · · , βt 可由向量组 α1, α2, · · · , αs 线性表

示, 且 β1, β2, · · · , βt 线性⽆关, 则 t ⩽ s.

Corollary 21. 若 r(α1,α2, · · · ,αs) = r, 则 α1, α2, · · · , αs 中任何 r + 1 个向

量都是线性相关的.

证: 不妨设 α1, α2, · · · , αr 是向量组 α1, α2, · · · , αs 中的 r 个线性⽆关的向

量, 由于该向量组中任⼀个向量都可以由 α1, α2, · · · , αr 线性表⽰, 所以其中任

何 r + 1 个向量都线性相关. 3.39

Definition 22 (向量组的秩的另⼀个定义 & 极⼤线性⽆关组). 设有向量组 α1,
α2, · · · , αs. 如果在其中能选出 r 个向量 α1, α2, · · · , αr, 满⾜

1. 向量组 α1, α2, · · · , αr 线性⽆关;
2. 向量组 α1, α2, · · · , αs 中任意 r + 1 个向量都线性相关,

那么称向量组 α1, α2, · · · , αr 是原向量组的⼀个
::
极

::
⼤

:::
线

::
性

::
⽆

::
关

::
组, 简称

::
极

::
⼤

:::
⽆

::
关

::
组.

极⼤线性⽆关组所含向量个数 r, 则称为原向量组的
:::
秩.

极⼤⽆关组也常常称为
::
最

:::
⼤

::
⽆

::
关

::
组.

� 极⼤⽆关组和原向量组是等价的.

.极 .⼤ .⽆ .关 .组 .是 .原 .向 .量 .组 .的 .全 .权 .代 .表. 3.40

Corollary 23. 设

r(β1,β2, · · · ,βt) = r, r(α1,α2, · · · ,αs) = p,

如果向量组 β1, β2, · · · , βt 可由向量组 α1, α2, · · · , αs 线性表示, 则

r ⩽ p.
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证: 不妨设 β1, β2, · · · , βr 和 α1, α2, · · · , αp 分别是两个向量组的极⼤⽆关组.
由线性表⽰的传递性知, β1, β2, · · · , βr 可由 α1, α2, · · · , αp 线性表⽰.
⽽ β1, β2, · · · , βr 线性⽆关, 故

r ⩽ p.

� 等价向量组的秩相等. 3.41

3 矩阵的秩 相抵标准形

本节将得到⼀个重要的结果: 初等变换不改变矩阵的秩. 3.42

Definition 24 (⾏秩 & 列秩). • 对于矩阵 A, 把它的每⼀⾏称为 A 的⼀个

::
⾏

::
向

:::
量. 把 A 的⾏向量组的秩, 称为矩阵 A 的

::
⾏

::
秩.

• 对于矩阵 A, 把它的每⼀列称为 A 的⼀个
::
列

::
向

:::
量. 把 A 的列向量组的秩,

称为矩阵 A 的
:::
列

::
秩.

� 对 m× n 阶矩阵 A,

• A 的⾏秩 ⩽ m;
• A 的列秩 ⩽ n. 3.43

� 结论: 阶梯形矩阵的⾏秩等于列秩, 其值等于阶梯形矩阵的⾮零⾏的⾏数.
例如阶梯形矩阵

A = ,

a11 a12 a13 a14 a15

0 0 a23 a24 a25

0 0 0 a34 a35

0 0 0 0 0




其中 a11 ̸= 0, a23 ̸= 0, a34 ̸= 0. A 的⾏秩 = 3, 列秩 = 3. 事实上, 把 A 按⾏和

列分块为

A =


α1

α2

α3

α4

 , A =
(
β1,β2,β3,β4,β5

)
.

下证 a11, a23, a34 所在的⾏, 即 α1, α2, α3 必线性⽆关; 它们所在的列, 即 β1,
β3, β4 也必线性⽆关. 3.44

(1) 设

x1α1 + x2α2 + x3α3 = 0,

即

x1
(
a11, a12, a13, a14, a15

)
+x2

(
0, 0, a23, a24, a25

)
+x3

(
0, 0, 0, a34, a35

)
= (0, 0, 0, 0, 0).

对⽐第⼀个分量, 得

x1a11 = 0,
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⽽ a11 ̸= 0, 故 x1 = 0. 从⽽

x2
(
0, 0, a23, a24, a25

)
+ x3

(
0, 0, 0, a34, a35

)
= (0, 0, 0, 0, 0).

对⽐第 3 个分量, 得

x2a23 = 0,

⽽ a23 ̸= 0, 故 x2 = 0. 从⽽

x3
(
0, 0, 0, a34, a35

)
= (0, 0, 0, 0, 0).

同理得 x3 = 0. 得证 α1, α2, α3 线性⽆关. 3.45

又 α4 = 0, ⽽零向量 0 可以由任何向量组线性表⽰, 这⾥

0 = 0α1 + 0α2 + 0α3.

故 α1, α2, α3 是向量组 α1, α2, α3, α4 的极⼤⽆关组. 所以矩阵 A 的⾏秩为 3.
(2) 设

y1β1 + y3β3 + y4β4 = 0.

即

y1


a11

0

0

0

+ y3


a13

a23

0

0

+ y4


a14

a24

a34

0

 =


0

0

0

0

 .

对⽐第 3 个分量, 得 y4 = 0. 从⽽ 3.46

y1


a11

0

0

0

+ y3


a13

a23

0

0

 =


0

0

0

0

 .

对⽐第 2 个分量, 得 y3 = 0. 从⽽

y1


a11

0

0

0

 =


0

0

0

0

 .

对⽐第 1 个分量, 得 y1 = 0. 故 β1, β3, β4 线性⽆关. 3.47

去掉向量组 B: β1, β2, β3, β4, β5 的最后⼀个分量, 所得的新向量记为 B∗:
β∗
1, β∗

2, β∗
3, β∗

4, β∗
5. 注意到去掉的分量全为 0, 故这两个向量组的线性相关性是⼀

致的.
由 β1, β3, β4 线性⽆关, 则 β∗

1, β∗
3, β∗

4 也线性⽆关.
因任意 4 个 3 维向量必线性相关, 故 β∗

1, β∗
3, β∗

4 为向量组 B∗ 的极⼤⽆关组,
即向量组 B∗ 中任何⼀个向量都可以由 β∗

1, β∗
3, β∗

4 线性表⽰, 从⽽向量组 B 中的

任何⼀个向量都可以由 β1, β3, β4 线性表⽰ (且表⽰系数与前者相同).
得证 β1, β3, β4 是向量组 B 的极⼤⽆关组, 即矩阵 A 的列秩为 3. 3.48
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Theorem 25. 初等⾏变换不改变矩阵的⾏秩.

证: 给定矩阵 Am×n, 对其进⾏ .⼀ .次初等⾏变换, 所得的矩阵记为 B, 下证两矩阵

的⾏秩相等.
记矩阵 Am×n 的⾏向量为 α1, α2, · · · , αm.
(1) 设 A

ri↔rj−−−−→ B, 因矩阵 B 的⾏向量仍然是 A 的 m 个⾏向量, 故 B 的

⾏秩等于 A 的⾏秩.
(2) 设 A

ri×c−−−→ B, 其中 c ̸= 0. 因 B 的⾏向量组 α1, α2, · · · , cαi, · · · , αm

与 A 的⾏向量组等价, 故 B 的⾏秩等于 A 的⾏秩.
(3) 设 A

ri+crj−−−−→ B. 因 B 的⾏向量组 α1, α2, · · · , αi + cαj , · · · , αm 与 A

的⾏向量组等价, 故 B 的⾏秩等于 A 的⾏秩.
得证初等⾏变换不改变矩阵的⾏秩. 3.49

Theorem 26. 初等⾏变换不改变矩阵的列秩.

证: 设

A = (α1,α2, · · · ,αm)
初等⾏变换−−−−−−−→ (β1,β2, · · · ,βm) = B,

在 A, B 中相同位置任意取某 s 个列向量:

αi1 ,αi2 , · · · ,αis , 和 βi1 ,βi2 , · · · ,βis .

分别记为向量组 A∗ 和向量组 B∗. 设

x1αi1 + x2αi2 + · · ·+ xsαis = 0, (8)

x1βi1 + x2βi2 + · · ·+ xsβis = 0. (9)

注意到⽅程组 (9) 是由⽅程组 (8) 经过⾼斯消元法得到 (其步骤相同于矩阵 A 初

等⾏变换得到 B 的过程), 故两⽅程组同解. 即向量组 A∗ 和向量组 B∗ 有完全

相同的线性关系. 得证矩阵 A, B 列秩相等 (列向量的极⼤⽆关组在相同位置产
⽣). 3.50

Example 27. 设向量组: α1 = (1, 0, 2, 1)T, α2 = (1, 2, 0, 1)T, α3 = (2, 1, 3, 0)T,
α4 = (2, 5,−1, 4)T, α5 = (1,−1, 3,−1)T. 试求向量组的秩及⼀个极⼤⽆关组, 并

将其余的向量⽤这个极⼤⽆关组线性表⽰.

解: 作矩阵 A = (α1, α2, α3, α4, α5), 由

A r3 − 2r1−−−−−→
r4 − r1


1 1 2 2 1

0 2 1 5 −1

0 −2 −1 −5 1

0 0 −2 2 −2

 r3 + r2−−−−−→
r4 ÷ (−2)


1 1 2 2 1

0 2 1 5 −1

0 0 0 0 0

0 0 1 −1 1



r3 + r2−−−−−→r1 − 2r4

(r2 − r4) ÷ 2


1 1 0 4 −1

0 1 0 3 −1

0 0 0 0 0

0 0 1 −1 1


r3↔r4−−−−→
r1−r2


1 0 0 1 0

0 1 0 3 −1

0 0 1 −1 1

0 0 0 0 0

 ,
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得秩为 3, 且 α1, α2, α3 构成⼀个极⼤⽆关组, 且 α4 = α1 + 3α2 − α3, α5 =

−α2 +α3. 3.51

同理, 初等列变换不改变矩阵的⾏秩和列秩.

Theorem 28. 初等变换不改变矩阵的⾏秩和列秩.

Theorem 29. 矩阵的⾏秩等于其列秩.

证: 对 A 做初等⾏变换得到阶梯矩阵 U , 则有

A的⾏秩 = U 的⾏秩

= U 的列秩 = A的列秩.

Definition 30 (矩阵的秩). 矩阵的⾏秩或列秩的数值, 称为
::
矩

::
阵

:::
的

::
秩. 记作

r(A), 或 R(A), 或 rank(A).

3.52

Definition 31. 对 n 阶⽅阵 A, 若

r(A) = n,

则称 A 为
::
满

::
秩

:::
矩

::
阵. 否则, 称为

:::
降

::
秩

::
矩

::
阵.

Theorem 32. 下列表述等价:

• A 为满秩矩阵.
• A 为可逆矩阵.
• A 为非奇异矩阵.
• |A| ̸= 0.

反之, A 为降秩矩阵 ⇐⇒ A 为不可逆矩阵 ⇐⇒ A 为奇异矩阵 ⇐⇒ |A| =
0. 3.53

证: 只需证明前两个表述等价.
设 r(A) = n, 记 A 的⾏简化阶梯形矩阵为 B, 则 B 有 n 个⾮零⾏, 由⾏简

化阶梯形矩阵的结构, 知 B = I. 即存在可逆矩阵 P , 使得

PA = I.

故 A−1 = P , 得证 A 可逆.
若 A 可逆, 记 A−1 = P0, 则

P0A = I.

即 A 经过初等⾏变换可以得到 I, 故 r(A) = r(I) = n. 3.54

� (1) r(A) = 0⇐⇒A = 0.
(2) 对任意的⾮零矩阵 A, r(A) ⩾ 1. 3.55
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Definition 33. 在 m× n 阶矩阵 A 中, 任取 k ⾏与 k 列 (k ⩽ m, k ⩽ n), 位于

这些⾏列交叉处的 k2 个元素, 不改变它们在 A 中所处的位置次序⽽得的 k 阶⾏

列式 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1j1 ai1j2 · · · ai1jk
ai2j1 ai2j2 · · · ai2jk
...

...
...

aikj1 aikj2 · · · aikjk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (10)

称为
:::
矩

::
阵

::
A

:::
的

::
k
:::
阶

::
⼦

:::
⾏

::
列

::
式, 简称

::
k

:::
阶

::
⼦

::
式.

• 当 (10) 式等于零时, 称为 k 阶
::
零

::
⼦

:::
式; 否则, 称为 k 阶

::
⾮

::
零

:::
⼦

::
式.

• 当 (10) 式的 j1 = i1, j2 = i2, · · · , jk = ik 时, 称为矩阵 A 的 k 阶
::
主

::
⼦

::
式.

3.56

Example 34. 在 5× 6 阶矩阵

a11 a12 a13 a14 a15 a16

a21 a22 a23 a24 a25 a26

a31 a32 a33 a34 a35 a36

a41 a42 a43 a44 a45 a46

a51 a52 a53 a54 a55 a56




中, 取某 3 ⾏、某 3 列, 得到 3 阶⼦式∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 a13 a15

a22 a23 a25

a42 a43 a45

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
3.57

若取第 2, 4, 5 ⾏, 第 2, 4, 5 列,

a11 a12 a13 a14 a15 a16

a21 a22 a23 a24 a25 a26

a31 a32 a33 a34 a35 a36

a41 a42 a43 a44 a45 a46

a51 a52 a53 a54 a55 a56




得到 3 阶主⼦式 ∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 a24 a25

a42 a44 a45

a52 a54 a55

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
3.58

Definition 35. 如果矩阵 A 中有⼀个 r 阶的⾮零⼦式 D, 且所有 r + 1 阶⼦式

(如果存在的话) 全等于 0, 则 D 称为矩阵 A 的
::
最

:::
⾼

::
阶

::
⾮

::
零

::
⼦

::
式.

� 若所有 r + 1 阶⼦式全等于 0, 则所有 r + 2 阶⼦式 (如果存在的话) 全等于

0. (⾏列式按⼀⾏展开即得.) 从⽽, 所有阶数⾼于 r + 1 的⼦式全为 0. 3.59
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Theorem 36. r(A) = r 的充分必要条件是 A 的非零⼦式的最⾼阶数为 r.

证: 必要性. 设 r(A) = r, 则 A 的⾏秩为 r. 不妨设 A 的前 r ⾏构成的矩阵 A1

的⾏秩为 r, 其列秩也为 r; 不妨再设 A1 的前 r 个列向量线性⽆关. 则 A 的左上

⾓ r 阶⼦式为⾮零⼦式. 又因为 A 的任意 r+1 个⾏向量线性相关, 所以 A 的任

意 r+ 1 阶⼦式都是零⼦式 (因为其中有⼀⾏可以由其余 r ⾏线性表示), 因此, A
的⾮零⼦式的最⾼阶数为 r.

充分性. 不妨设 A 的左上⾓ r 阶⼦式 |Ar| ̸= 0, 于是 Ar 可逆, 其 r 个⾏向

量线性⽆关, 将它们添加分量成为 A 的前 r 个⾏向量, 它们也线性⽆关; ⽽ A 的

任何 r + 1 个⾏向量必线性相关 (否则由必要性的证明可知 A 中存在 r + 1 阶非

零⼦式, 这与题设⽭盾), 故 A 的⾏秩 = r(A) = r.
� 此定理可以作为矩阵秩的另⼀个定义. 3.60

矩阵秩的性质 ⊠

性质 0 max{r(A), r(B)} ⩽ r(A,B) ⩽ r(A) + r(B). 特别地, 当 B = b 为⾮零

列向量时, 有

r(A) ⩽ r(A, b) ⩽ r(A) + 1.

即

r(A, b) =

{
r(A), 当且仅当 b 可以被 A 的列向量线性表⽰;
r(A) + 1, 当且仅当 b 不能被 A 的列向量线性表⽰.

3.61

例如, 设 A =


1 0

0 1

0 0

,

(1) 取 b =


1

2

0

, 则

(A, b) =


1 0 1

0 1 2

0 0 0

 c3−(c1+2c2)−−−−−−−−→


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 = (A,0),

故

r(A, b) = r(A,0) = r(A).

3.62

(2) 取 b =


0

0

1

, 则

(A, b) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,
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b 不能由 A 的列向量线性表⽰, 故

r(A, b) = r(A) + 1.

3.63

证: 因为 A 的列均可由 (A,B) 的列线性表出, 所以

r(A) ⩽ r(A,B), (11)

同理 r(B) ⩽ r(A,B). 所以

max{r(A), r(B)} ⩽ r(A,B).

设 a1,a2, · · · ,ar 为 A 的列向量的极⼤线性⽆关组, b1, b2, · · · , bs 为 B 的

列向量的极⼤线性⽆关组. 则 (A,B) 的列向量均可由向量组 a1, a2, · · · , ar, b1,
b2, · · · , bs 线性表出, 所以

r(A,B) ⩽ r(a1,a2, · · · ,ar, b1, b2, · · · , bs).

3.64

⽽向量组 a1,a2, · · · ,ar, b1, b2, · · · , bs 的秩不可能超过其向量的个数 r + s,
即 r(A) + r(B), 所以

r(A,B) ⩽ r(A) + r(B). (12)

得证 max{r(A), r(B)} ⩽ r(A,B) ⩽ r(A) + r(B).

注

• 对 (11) 式的朴素理解是, 在矩阵 A 的右侧添加新的列, 只会有可能使秩在
原来的基础上得到增加; 当 B 的列向量能被 A 的列向量线性表出时, 等号
成立.

• 对 (12)式的朴素理解是,对矩阵 (A,B),有可能 A的列向量与 B 的列向量

出现线性相关, 合并为 (A,B) 的秩⼀般会比 r(A) + r(B) 要小. 当 A 和 B

两者列向量的极⼤线性⽆关组线性⽆关时, (12) 式的等号成立. 更极端的情
形是 A 的列向量组与 B 的列向量组线性⽆关.

3.65

此性质还可以写成

max{r(A), r(B)} ⩽ r
(
A

B

)
⩽ r(A) + r(B).

上式第⼀个不等号也是说明: 给⼀个矩阵添加⾏, 有可能使得矩阵的秩增加. 3.66

性质 1 r(A+B) ⩽ r(A) + r(B).

证: 因为 A+B 的列均可由 (A,B) 的列线性表出, 所以

r(A+B) ⩽ r(A,B) ⩽ r(A) + r(B).

得证

r(A+B) ⩽ r(A) + r(B). (13)
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� 注意 (12) 式、(13) 式的右侧都是 r(A) + r(B). 就是说把矩阵 A 和 B 合并、

相加, 只可能使秩得以减少. 3.67

性质 2 r(AB) ⩽ min{r(A), r(B)}.

证:
::
矩

::
阵

:::::
AB

::
的

:::
列

::
向

::
量

::
是

::
矩

:::
阵

::
A

:::
的

::
列

:::
向

::
量

::
的

::
线

::
性

::
组

:::
合, 事实上, 设

AB = (a1,a2, · · · ,am)


b11 b12 · · · b1s

b21 b22 · · · b2s
...

...
...

bm1 bm2 · · · bms

 ,

知矩阵 AB 的第 1 列为 b11a1+b21a2+ · · ·+bm1am, …, 第 s 列为 b1sa1+b2sa2+

· · ·+ bmsam.
矩阵 AB 的列向量可以被矩阵 A 的列向量线性表⽰, 故

r(AB) ⩽ r(A).

类似地,
::
矩

::
阵

:::::
AB

:::
的

::
⾏

:::
向

::
量

::
是

::
矩

:::
阵

:::
B

:::
的

::
⾏

::
向

:::
量

::
的

::
线

::
性

:::
组

::
合, 有 r(AB) ⩽

r(B). 得证 r(AB) ⩽ min{r(A), r(B)}. 3.68

� 从这个性质及 P.121 推论 3 得到的共同理解是: 对⼀个向量组进⾏线性组合,
可能会使向量组的秩减⼩.

注 ⊠

这是⼀个⾮常重要的认识:

• 矩阵 AB 的列向量是矩阵 A 的列向量的线性组合.
• 矩阵 AB 的⾏向量是矩阵 B 的⾏向量的线性组合.

3.69
性质 3 设 A 是 m× n 矩阵, P , Q 分别是 m 阶、n 阶可逆矩阵, 则

r(A) = r(PA) = r(AQ) = r(PAQ).

证: 可逆矩阵可以分解为若⼲个初等矩阵的乘积, 在矩阵 A 的左边乘以可逆矩

阵, 相当于对 A 进⾏若⼲次初等⾏变换, 但初等变换不改变矩阵的秩, 故

r(A) = r(PA).

同理得其他等号成⽴. 3.70

Example 37 (例 2). 设 A 是 m× n 矩阵, m < n, 证明: |ATA| = 0.

证: 由于 r(A) = r(AT) ⩽ min{m,n} < n, 由性质 2 有

r(ATA) ⩽ min{r(A), r(AT)} < n,

⽽ ATA 是 n 阶⽅阵, 故 |ATA| = 0. 3.71
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相抵标准形

Definition 38. 若矩阵 A 经过初等变换化为 B (或: 若存在可逆矩阵 P 和 Q,
使得 PAQ = B), 则称

::
A

:::
相

::
抵

::
于

:::
B, 记作 A ∼= B.

� 或者称
::
A

:::
等

::
价

:::
于

::
B, 记为 A ∼ B.

相抵关系满⾜:

1. 反⾝性: A ∼= A.
2. 对称性: 若 A ∼= B, 则 B ∼= A.
3. 传递性: 若 A ∼= B, B ∼= C, 则 A ∼= C.

� 相抵是⼀种等价关系. 3.72

Theorem 39. 若 A 为 m × n 矩阵, 且 r(A) = r, 则⼀定存在可逆矩阵 Pm×m

和 Qn×n, 使得

PAQ =

(
Ir 0

0 0

)
m×n

≜ U , (14)

其中 Ir 为 r 阶单位矩阵.

证: 对 A 进⾏初等⾏变换, 将 A 化为有 r 个⾮零⾏的⾏简化阶梯矩阵 U1, 即存

在初等矩阵 P1, P2, · · · , Ps, 使

Ps · · ·P2P1A = U1.

再对 U1 做初等列变换, 可化为 (14) 式右端的矩阵 U , 即存在初等矩阵 Q1, Q2,
· · · , Qt, 使得

U1Q1Q2 · · ·Qt = U .

记 P = Ps · · ·P2P1, Q = Q1Q2 · · ·Qt, 则有 PAQ =

(
Ir 0

0 0

)
m×n

= U . 3.73

Definition 40. 设 r(Am×n) = r, 则矩阵(
Ir 0

0 0

)
m×n

称为 A 的
::
相

::
抵

:::
标

::
准

::
形, 简称

::
标

::
准

::
形.

注 △

• 秩相等的同型矩阵, 必有相同的标准形.
• 两个秩相等的同型矩阵是相抵的.

3.74

Example 41. 设 A =


3 2 0 5 0

3 −2 3 6 −1

2 0 1 5 −3

1 6 −4 −1 4

, 求矩阵 A 的秩, 并求 A 的⼀

个最⾼阶⾮零⼦式.
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解: 先求 A 的秩, 为此对 A 作初等⾏变换变成⾏阶梯形矩阵.

A =


3 2 0 5 0

3 −2 3 6 −1

2 0 1 5 −3

1 6 −4 −1 4


r1↔r4−−−−→


1 6 −4 −1 4

3 −2 3 6 −1

2 0 1 5 −3

3 2 0 5 0



r2−r4,r3−2r1−−−−−−−−→
r4−3r1


1 6 −4 −1 4

0 −4 3 1 −1

0 −12 9 7 −11

0 −16 12 8 −12


r4−r2−r3−−−−−−→
r3−3r2


1 6 −4 −1 4

0 −4 3 1 −1

0 0 0 4 −8

0 0 0 0 0

 ,

3.75

故 r(A) = 3.
再求 A 的⼀个最⾼阶⾮零⼦式. 因 r(A) = 3, 知 A 的最⾼阶⾮零⼦式为 3

阶.
记 A = (α1,α2,α3,α4,α5), 其阶梯形矩阵

1 6 −4 −1 4

0 −4 3 1 −1

0 0 0 4 −8

0 0 0 0 0


中取第⼀、⼆、四列, 记为矩阵

B =


1 6 −1

0 −4 1

0 0 4

0 0 0

 ,

记 A0 = (α1,α2,α4), 则

A0
∼= B,

3.76

故 r(A0) = r(B) = 3. 在

A0 =


3 2 5

3 −2 6

2 0 5

1 6 −1


取第⼆、三、四⾏构成的⾏列式必不为零.∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −2 6

2 0 5

1 6 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
r3+3r1======

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 −2 6

2 0 5

10 0 17

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣ 2 5

10 17

∣∣∣∣∣ = 28 ̸= 0.

因此这个⼦式便是 A 的⼀个最⾼阶⾮零⼦式.
� 答案显然不唯⼀. ⽐如可以在矩阵 (α1,α2,α5), (α1,α3,α4), (α1,α3,α5) 中

找到 3 阶⾮零⼦式. 3.77
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MATLAB 计算矩阵的秩
MATLAB 中使⽤命令 rank(A) 即可以得到矩阵 A 的秩.

图 1: MATLAB 中⾥⾯由 rank(A) 得到矩阵 A 的秩.

3.78

矩阵秩的求法

将矩阵 A 进⾏初等⾏变换, 得到阶梯型矩阵, 其⾮零⾏的⾏数, 即矩阵 A 秩.
当然也可以使⽤初等列变换, 或者⾏变换、列变换穿插进⾏.
例如教材 P.148 习题 20:

1 −1 2 1 0

2 −2 4 −2 0

3 0 6 −1 1

0 3 0 0 1


c3−2c1−−−−→


1 −1 0 1 0

2 −2 0 −2 0

3 0 0 −1 1

0 3 0 0 1



c2+c1−−−→


1 0 0 1 0

2 0 0 −2 0

3 3 0 −1 1

0 3 0 0 1


c2−3c5−−−−→


1 0 0 1 0

2 0 0 −2 0

3 0 0 −1 1

0 0 0 0 1


3.79

可见 r(A) = 3, 其⼀个最⾼阶的⾮零⼦式为∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0

2 −2 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
3.80
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4 齐次线性方程组有非零解的条件及解的结构

齐次线性⽅程组是天然有解的: (0, 0, · · · , 0) 就是它的⼀组解, 即零解. 所以对于

Ax = 0, 不存在⽆解的情况, 我们关⼼的是: 它是否有零之外的解; 若有, 又如何

表达这些解.
设有齐次线性⽅程组 Ax = 0, 其中 A 是 m× n 矩阵.
使⽤⾼斯消元法, 矩阵 A 经初等⾏变换, 不失⼀般性，设其⾏简化阶梯型矩

阵为:

V =



1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1

0 0 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 0


, 或 U =



1 0 · · · 0 c1,r+1 · · · c1n

0 1 · · · 0 c2,r+1 · · · c2n
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 cr,r+1 · · · crn

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0


, (15)

3.81
A 是 m× n 矩阵, 故 r(A) ⩽ n.
(1) 若 r(A) = n, 则 A ⾏简化阶梯型矩阵为 (15) 式中的 V . 此时⽅程组

Ax = 0 有唯⼀解, 即零解.
(2) 若 r(A) < n, 则 A ⾏简化阶梯型矩阵为 (15) 式中的 U . 此时⽅程组

Ax = 0 有⽆穷多解. 3.82

Theorem 42. 设 A 是 m × n 矩阵, 则齐次线性⽅程组 Ax = 0 有非零解的充

要条件为

r(A) < n.

证: 记 A =
(
α1,α2, · · · ,αn

)
, 齐次线性⽅程组 Ax = 0 可表达为

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = 0.

⽅程组 Ax = 0 有⾮零解, 等价于向量组 α1, α2, · · · , αn 线性相关, 即

r(A) = r
(
α1,α2, · · · ,αn

)
< n.

� 若 m < n, 则⽅程组 Ax = 0 ⼀定有⾮零解. 这⾥ A 是 m× n 矩阵. 3.83

Corollary 43. 当 A 为 n 阶矩阵时,

• Ax = 0 有非零解的充要条件为 |A| = 0.
• Ax = 0 只有零解的充要条件为 |A| ̸= 0.

Corollary 44. 齐次线性⽅程组 Ax = 0 只有零解的充要条件为: r(A) 等于 A

的列数.

� A 的列数即未知量的个数. 3.84
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Example 45. 设 A 是 n 阶矩阵, 证明: 存在 n× s 矩阵 B ̸= 0, 使得 AB = 0 的

充要条件是 |A| = 0.

证: |A| = 0 等价于 Ax = 0 有⾮零解. 下证 “Ax = 0 有⾮零解” 等价于 “存在

n× s 矩阵 B ̸= 0 使得 AB = 0”.
(1) 设 AB = 0, 则 B 的列向量是 Ax = 0 的解. 又 B ̸= 0, 则 B 中⾄少

有⼀个列向量 βi ̸= 0, 从⽽⽅程组 Ax = 0 ⾄少有⼀个⾮零解 βi.
(2) 设 Ax = 0 有⾮零解, 任取其⼀个⾮零解 β, 令

B =
(
β,0, · · · ,0

)
,

则 B ̸= 0, 且满⾜ AB = 0. 3.85

齐次线性方程组解的性质

Theorem 46. 若 x1, x2 是齐次线性⽅程组 Ax = 0 的两个解, 则

k1x1 + k2x2 (k1, k2 为任意常数)

也是它的解.

证: 因为

A
(
k1x1 + k2x2

)
= k1Ax1 + k2Ax2 = k10+ k20 = 0.

故 k1x1 + k2x2 是⽅程组 Ax = 0 的解. 3.86

Definition 47. 设 x1, x2, · · · , xp 是齐次线性⽅程组 Ax = 0 的解向量, 如果:

1. x1, x2, · · · , xp 线性⽆关;
2. Ax = 0 的任⼀个解向量可由 x1, x2, · · · , xp 线性表⽰,

则称 x1, x2, · · · , xp 是 Ax = 0 的⼀个
::
基

::
础

::
解

::
系.

�

• 基础解系即全部解向量的 .极 .⼤ .⽆ .关 .组.
• 找到了基础解系, 就找到了⽅程组的全部解: k1x1 + k2x2 + · · ·+ kpxp, (k1,

k2, · · · , kp 为任意常数).
• 基础解系不唯⼀. 3.87

Example 48. 设线性⽅程组只含有⼀个⽅程

x+ y + z = 0.

求⽅程组的解.

解: (1) 选取 y, z 为⾃由未知量, 则
x = −y − z,

y = y,

z = z.
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则⽅程组的解为 
x

y

z

 = c1


−1

1

0

+ c2


−1

0

1

 .

c1, c2 为任意常数. 3.88

(2) 选取 x, z 为⾃由未知量, 则
x = x,

y = −x− z,

z = z.

则⽅程组的解为 
x

y

z

 = c1


1

−1

0

+ c2


0

−1

1

 .

c1, c2 为任意常数.
(3) 选择 x, y 为⾃由未知量. (略)
上述得到 3 个不同的基础解系:


−1

1

0

 ,


−1

0

1


 ,




1

−1

0

 ,


0

−1

1


 ,




1

0

−1

 ,


0

1

−1


 .

⼀般地, 对⽅程组 Ax = 0, 将 A 进⾏初等⾏变换, 不失⼀般性，设有⾏最简形 3.89

矩阵: 

1 0 · · · 0 c1,r+1 · · · c1n

0 1 · · · 0 c2,r+1 · · · c2n
...

...
...

...
...

0 0 · · · 1 cr,r+1 · · · crn

0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0


, (16)

则原⽅程组等价于 

x1 = −c1,r+1xr+1 − · · · − c1nxn,

x2 = −c2,r+1xr+1 − · · · − c2nxn,
...

xr = −cr,r+1xr+1 − · · · − crnxn.

3.90
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等价于 

x1 =−c1,r+1xr+1 −c1,r+2xr+2 − · · · − c1nxn,

x2 =−c2,r+1xr+1 −c2,r+2xr+2 − · · · − c2nxn,
...

xr = −cr,r+1xr+1 −cr,r+2xr+2 − · · · − crnxn,

xr+1 = xr+1 ,

xr+2 = xr+2 ,
...

xn = xn.

视 xr+1, xr+2, · · · , xn 为自由未知量. 3.91

等价于

x1

x2
...

xr

xr+1

xr+2

...

xn



= xr+1



−c1,r+1

−c2,r+1

...

−cr,r+1

1

0
...

0



+ xr+2



−c1,r+2

−c2,r+2

...

−cr,r+2

0

1
...

0



+ · · ·+ xn



−c1,n

−c2,n
...

−cr,n

0

0
...

1



.

3.92
等价于

x1

x2
...

xr

xr+1

xr+2

...

xn



= k1



−c1,r+1

−c2,r+1

...

−cr,r+1

1

0
...

0



+ k2



−c1,r+2

−c2,r+2

...

−cr,r+2

0

1
...

0



+ · · ·+ kn−r



−c1,n

−c2,n
...

−cr,n

0

0
...

1



.

3.93

全书最重要的结论

Theorem 49 (?). 设 A 是 m × n 矩阵, 若 r(A) = r < n, 则齐次线性⽅程组
Ax = 0 存在基础解系, 且基础解系含 n− r 个解向量.

“n− r” 的含义

• r 是 A 的秩, 也是 A 的⾏阶梯型矩阵的⾮零⾏的⾏数, 是
::
⾮

::
⾃

:::
由

::
未

::
知

::
量的

个数. (非自由未知量⼀般取自非零⾏的第⼀个非零元所对应的未知量, ⼀
个非零⾏只能确定⼀个非自由未知量.)
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• n 是未知量的总数, 所以 n− r 是
::
⾃

::
由

::
未

:::
知

::
量的个数. 有多少个⾃由未知量,

基础解系⾥就对应有多少个向量.
3.94

Example 50. 求齐次线性⽅程组


x1 − 8x2 + 10x3 + 2x4 = 0,

2x1 + 4x2 + 5x3 − x4 = 0,

3x1 + 8x2 + 6x3 − 2x4 = 0.

的基础解系.

解:

A =


1 −8 10 2

2 4 5 −1

3 8 6 −2

 r2 − 2r1−−−−−→
r3 − 3r1


1 −8 10 2

0 20 −15 −5

0 32 −24 −8


r2 ÷ 5

−−−−−→
r3 ÷ 8


1 −8 10 2

0 4 −3 −1

0 4 −3 −1

 r3 − r2−−−−−→
r1 + 2r2


1 0 4 0

0 4 −3 −1

0 0 0 0


r2÷4−−−→


1 0 4 0

0 1 −3
4 −1

4

0 0 0 0

 .

所以原⽅程组等价于

{
x1 = −4x3,

x2 =
3
4x3 +

1
4x4,

即 3.95


x1 = −4x3,

x2 =
3
4x3 +

1
4x4,

x3 = x3,

x4 = x4.

因此基础解系为

ξ1 =


−4

3
4

1

0

 , ξ2 =


0
1
4

0

1

. 或 ξ1 =


−16

3

4

0

 , ξ2 =


0

1

0

4

.

3.96
或者, 由

A −−−→


1 0 4 0

0 4 −3 −1

0 0 0 0

 r2×(−1)−−−−−→


1 0 4 0

0 −4 3 1

0 0 0 0

 ,

视 x2, x3 为⾃由未知量, 得同解⽅程组{
x1 = − 4x3,

x4 = 4x2 − 3x3.

即 
x1 = − 4x3,

x2 = x2,

x3 = x3,

x4 = 4x2 − 3x3.
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得⼀组基础解系为

ξ1 =
(
0, 1, 0, 4

)T
, ξ2 =

(
− 4, 0, 1,−3

)T
.

3.97

Example 51. 求齐次线性⽅程组

nx1 + (n− 1)x2 + · · ·+ 2xn−1 + xn = 0

的基础解系.

解: 原⽅程即为

xn = −nx1 − (n− 1)x2 − · · · − 2xn−1.

或者 

x1= x1,

x2= x2,
...

xn−1= xn−1,

xn= −nx1 − (n− 1)x2 − · · · − 2xn−1.

所以基础解系为 3.98

(ξ1, ξ2, · · · , ξn−1) =



1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1

−n −n+ 1 · · · −2


.

3.99

Example 52. 写出⼀个以
x1

x2

x3

x4

 = c1


2

−3

1

0

+ c2


−2

4

0

1


为通解的齐次线性⽅程组.

解: 把解的形式改写为 
x1 = 2c1 − 2c2,

x2 = −3c1 + 4c2,

x3 = c1,

x4 = c2.

等价于 3.100
x1 = 2x3 − 2x4,

x2 = −3x3 + 4x4,

x3 = x3,

x4 = x4.
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等价于 {
x1 = 2x3 − 2x4,

x2 = −3x3 + 4x4.

得⼀个所求的⽅程组 {
x1 − 2x3 + 2x4 = 0,

x2 + 3x3 − 4x4 = 0.

3.101

Example 53 (常⽤性质 ⊠). 设 A, B 分别是 m×n 和 n× s 矩阵, 且 AB = 0. 证

明:
r(A) + r(B) ⩽ n.

证: 由 AB = 0 知, B 的列向量是线性⽅程组 Ax = 0 的解. 故 B 的列向量组

的秩, 不超过 Ax = 0 的基础解系的秩. 即

r(B) ⩽ n− r(A).

得证 r(A) + r(B) ⩽ n. 3.102

Example 54. 设 n 元齐次线性⽅程组 Ax = 0 与 Bx = 0 同解, 证明 r(A) = r(B).

证: ⽅程组 Ax = 0 与 Bx = 0 同解, 故有相同的基础解系, 基础解系包含的向

量个数相等, 即

n− r(A) = n− r(B),

得证 r(A) = r(B).
� ⽅程组 Ax = 0 与 Bx = 0 同解, 则必有 A 的⾏向量与 B 的⾏向量等价,
故 r(A) = r(B). 3.103

Example 55 (有⽤的结论). 证明 r
(
ATA

)
= r(A).

证: 只需证明齐次⽅程 Ax = 0 与
(
ATA

)
x = 0 同解.

若 x 满⾜ Ax = 0, 则有 AT(Ax
)
= 0, 即

(
ATA

)
x = 0.

若 x 满⾜
(
ATA

)
x = 0, 则

xT(ATA
)
x = 0,

即 (
Ax
)T(

Ax
)
= 0,

故 Ax = 0.
综上可知⽅程组 Ax = 0 与

(
ATA

)
x = 0 同解, 因此 r

(
ATA

)
= r(A).

� 对 n 维列向量 α = (a1, a2, · · · , an)T, 若 αTα = 0, 则

αTα = a21 + a22 + · · ·+ a2n = 0,

故 α = 0. 3.104

29



5 非齐次线性方程组有解的条件及解的结构

Theorem 56. 对于非齐次线性⽅程组 Ax = b, 下列命题等价:

(i) Ax = b 有解 (或相容);
(ii) b 可以由 A 的列向量组线性表示;

(iii) 增⼴矩阵 (A, b) 的秩等于系数矩阵 A 的秩.

证: 先证 (i)⇔(ii). 记 A =
(
α1,α2, · · · ,αn

)
, 则⽅程组 Ax = b 可等价地表为

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = b.

因此 Ax = b 有解等价于: 向量 b 能由向量组 α1, α2, · · · , αn 线性表⽰.
再证 (ii)⇔(iii). 若向量 b 能由向量组 α1, α2, · · · , αn 线性表⽰, 则 (A, b)

的列向量组与 A 的列向量组等价, 故 r(A, b) = r(A).
反之, 若 r(A, b) = r(A), 则向量 b 能由向量组 α1, α2, · · · , αn 线性表⽰, 否

则, r(A, b) = r(A) + 1, 导致⽭盾. 3.105

或者, 由性质

r(A) ⩽ r(A, b) ⩽ r(A) + 1,

即

r(A, b) =

{
r(A), 当且仅当 b 可以被 A 的列向量线性表⽰;
r(A) + 1, 当且仅当 b 不能被 A 的列向量线性表⽰.

故 (ii)⇔(iii). 3.106

r(A, b) = r(A) + 1 即出现矛盾方程

记 r(A) = r. 若 r(A, b) = r(A) + 1, 则增⼴矩阵 (A, b) 经初等⾏变换所得的

⾏阶梯形矩阵⼀般形如

1 · · · c1r c1,r+1 · · · c1n d1
...

...
...

...
...

0 · · · 1 cr,r+1 · · · crn dr

0 · · · 0 0 · · · 0 dr+1

0 · · · 0 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 · · · 0 0


,

其中 dr+1 ̸= 0 (否则 r(A, b) = r).
这意味着出现了

::
⽭

::
盾

::
⽅

::
程

0 = dr+1.

这导致⽅程组 Ax = b ⽆解. 3.107

30



Example 57. 解线性⽅程组
x1 − x2 − 2x3 − 5x4 = 10, ¬

2x1 − 2x2 − x3 − 8x4 = 15, ­

4x1 − 4x2 + x3 − 14x4 = 32, ®

−3x1 +3x2 +11x4 =−20. ¯

解: 将其增⼴矩阵⽤初等⾏变换化为⾏阶梯型矩阵:
1 −1 −2 −5 10

2 −2 −1 −8 15

4 −4 1 −14 32

−3 3 0 11 −20


r2−2r1,r3−4r1−−−−−−−−−→

r4+3r1


1 −1 −2 −5 10

0 0 3 2 −5

0 0 9 6 −8

0 0 −6 −4 10



r3−3r2−−−−→
r4+2r2


1 −1 −2 −5 10

0 0 3 2 −5

0 0 0 0 7

0 0 0 0 0

 ,

出现⽭盾⽅程 0 = 7, 故⽅程组⽆解. 3.108

• ⽭盾⽅程总可以化为 0 = 1.
• ⽆解的根本原因: 确有⽅程相互⽭盾. 例如, (­ + ®)÷ (−2), 得

−3x1 + 3x2 + 11x4 = −47

2
,

这与 ¯ ⽭盾.
3.109

Corollary 58. Ax = b 有唯⼀解的充分必要条件是

r(A, b) = r(A) = A 的列数.

� A 的列数 = 未知量的个数.
此时, 增⼴矩阵 (A, b) 的经初等⾏变换所得的 .⾏ .简 .化阶梯形矩阵形如

1 · · · 0 d1
...

. . .
...

...

0 · · · 1 dn

0 · · · 0 0
...

...
...

0 · · · 0 0


,

�
Ax = b 有唯⼀解 ⇎ |A| ̸= 0. (除⾮ A 是⽅阵. ) 3.110

Theorem 59. 若 x1, x2 是 Ax = b的解, 则 x1−x2 是对应齐次⽅程组 Ax = 0

的解.
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证: 因为

A(x1 − x2) = Ax1 −Ax2 = b− b = 0,

故 x1 − x2 是 Ax = 0 的解. 3.111

Theorem 60. 若 Ax = b 有解, 则其⼀般解 (或称
::
通

::
解) 为

x = x0 + x,

其中 x0 是 Ax = b 的某⼀个解 (或称
::
特

::
解), ⽽

x = k1x1 + k2x2 + · · ·+ kpxp

是 Ax = 0 的⼀般解.

即 Ax = b 的通解为

k1x1 + k2x2 + · · ·+ kpxp + x0,

其中 x1, x2, · · · , xp 是 Ax = 0 的基础解系, x0 是 Ax = b 的⼀个特解.
� “Ax = b 的通解” = “Ax = 0 的通解” + “Ax = b 的特解”. 3.112

Example 61. 解线性⽅程组


2x+ y − z + w = 1,

4x+ 2y − 2z + w = 2,

2x+ y − z − w = 1.

解: 对⽅程的增⼴矩阵实施初等⾏变换:
2 1 −1 1 1

4 2 −2 1 2

2 1 −1 −1 1

 r2 − 2r1−−−−−→
r3 − r1


2 1 −1 1 1

0 0 0 −1 0

0 0 0 −2 0


r3−2r2−−−−−→
r2×(−1)


2 1 −1 1 1

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

 r1−r2−−−−→
r1÷2


1 1

2 −1
2 0 1

2

0 0 0 1 0

0 0 0 0 0

 .

得到与原⽅程组同解的⽅程组 3.113{
x+ 1

2y −
1
2z = 1

2 ,

w = 0.
(17)

等价于 
x = −1

2y +
1
2z + 0w + 1

2 ,

y = y,

z = z,

w = 0.

等价于 
x

y

z

w

 = y


−1

2

1

0

0

+ z


1
2

0

1

0

+


1
2

0

0

0

 . (18)
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所以原⽅程组的解为 3.114
x

y

z

w

 = c1


−1

2

1

0

0

+ c2


1
2

0

1

0

+


1
2

0

0

0

 ,

其中 c1, c2 为任意实数.
� 熟悉该⽅法后, 实际解题时, 可以省略 (17) 式和(18) 式这两个步骤. 3.115

Example 62. 求解⽅程组
x1 − x2 − x3 + x4 = 0,

x1 − x2 + x3 − 3x4 = 1,

x1 − x2 − 2x3 + 3x4 = −1
2 .

解: 对增⼴矩阵进⾏初等⾏变换:
1 −1 −1 1 0

1 −1 1 −3 1

1 −1 −2 3 −1
2

 r2−r1−−−−→
r3−r1


1 −1 −1 1 0

0 0 2 −4 1

0 0 −1 2 −1
2


r1−r3,r3+

1
2
r2−−−−−−−−−→

r2÷2


1 −1 0 −1 1

2

0 0 1 −2 1
2

0 0 0 0 0

 ,

3.116

得同解⽅程组 {
x1 = x2 + x4 +

1
2 ,

x3 = 2x4 +
1
2 .

即 
x1 = x2 + x4 +

1
2 ,

x2 = x2,

x3 = 2x4 +
1
2 .

x4 = x4.

故原⽅程组的通解为
x1

x2

x3

x4

 = c1


1

1

0

0

+ c2


1

0

2

1

+


1
2

0
1
2

0

 (c1, c2 ∈ R).

3.117

Example 63 (重要题型=). 设有线性⽅程组
(1 + λ)x1 + x2 + x3 = 0,

x1 + (1 + λ)x2 + x3 = 3,

x1 + x2 + (1 + λ)x3 = λ,

问 λ 取何值时, 此⽅程组 (1) 有唯⼀解; (2) ⽆解; (3) 有⽆穷多个解? 并在有⽆穷

多解时求其通解.
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解: 由克拉默法则知 |A| ̸= 0 时⽅程组有唯⼀解. 又

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + λ 1 1

1 1 + λ 1

1 1 1 + λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
3 + λ 1 1

3 + λ 1 + λ 1

3 + λ 1 1 + λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
3 + λ 1 1

0 λ 0

0 0 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (3 + λ)λ2.

故 λ ̸= 0 且 λ ̸= −3 时, ⽅程组有唯⼀解. 3.118

当 λ = 0 时, 原⽅程组为
x1 + x2 + x3 = 0,

x1 + x2 + x3 = 3,

x1 + x2 + x3 = 0,

第 2 个⽅程与其他⽅程⽭盾, 故⽅程组⽆解.
当 λ = −3 时, 原⽅程组的增⼴矩阵

−2 1 1 0

1 −2 1 3

1 1 −2 −3

 初等⾏变换−−−−−−→


1 0 −1 −1

0 1 −1 −2

0 0 0 0

 ,

得同解⽅程组 
x1 = x3 − 1,

x2 = x3 − 2,

x3 = x3,

故 λ = −3 时, ⽅程组有⽆穷多解, 且通解为 3.119
x1

x2

x3

 = c


1

1

1

+


−1

−2

0

 (c ∈ R).

� 此题考查的是线性⽅程组解的结构的基本理论, ⽽该理论是本课程的核⼼, 故

此例题是极重要的题型!
⽤克拉默法则即可破题. 但此⽅法只适⽤于系数矩阵是⽅阵的情形. 3.120

Example 64. 设 η∗ 是⾮齐次线性⽅程组 Ax = b 的⼀个解, ξ1, · · · , ξn−r 是对应

的齐次线性⽅程组的⼀个基础解系, 证明:
(1) η∗ , ξ1, · · · , ξn−r 线性⽆关;
(2) η∗, η∗ + ξ1, · · · , η∗ + ξn−r 线性⽆关.

证: (1) 假设 η∗ , ξ1, · · · , ξn−r 线性相关.
基础解系 ξ1, · · · , ξn−r 线性⽆关, 则 η∗ 可以由 ξ1, · · · , ξn−r 线性表⽰, 从

⽽ η∗ 是齐次线性⽅程组 Ax = 0 的解, 这与 η∗ 是⾮齐次线性⽅程组 Ax = b 的

解⽭盾.
所以假设不成⽴. 即 η∗ , ξ1, · · · , ξn−r 线性⽆关. 3.121

(2) 易知向量组 η∗, ξ1, · · · , ξn−r 与向量组 η∗, η∗+ ξ1, · · · , η∗+ ξn−r 等价.
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又由本题 (1) 的结论, η∗, ξ1, · · · , ξn−r 线性⽆关, 知

r(η∗, η∗ + ξ1, · · · , η∗ + ξn−r) = r(η∗ , ξ1, · · · , ξn−r) = n− r + 1.

所以 η∗, η∗ + ξ1, · · · , η∗ + ξn−r 线性⽆关. 3.122

Example 65. 设 η1, · · · , ηs 是⾮齐次线性⽅程组 Ax = b 的 s 个解, k1, · · · , ks
为实数, 满⾜ k1 + k2 + · · ·+ ks = 1. 证明

x = k1η1 + k2η2 + · · ·+ ksηs

也是它的解.

证: 因为

A(k1η1 + k2η2 + · · ·+ ksηs)

= k1Aη1 + k2Aη2 + · · ·+ ksAηs

= b(k1 + · · ·+ ks) = b,

从⽽ x = k1η1 + k2η2 + · · ·+ ksηs 是⽅程组 Ax = b 的解. 3.123

Example 66. 设⾮齐次线性⽅程组 Ax = b 的系数矩阵的秩为 r, η1, · · · , ηn−r+1

是它的 n − r + 1 个线性⽆关的解 (由例题 64 知它确有 n − r + 1 个线性⽆关的

解). 试证它的任⼀解可表⽰为

x = k1η1 + k2η2 + · · ·+ kn−r+1ηn−r+1,

其中 k1 + k2 + · · ·+ kn−r+1 = 1.

证: 取向量组

η2 − η1, η3 − η1, · · · , ηn−r+1 − η1, (19)

下证该向量组是 Ax = 0 的⼀个基础解系.
由

(η1, η2, · · · , ηn−r+1)
cj−c1−−−−−−−−−→

j=2,··· ,n−r+1
(η1, η2 − η1, · · · , ηn−r+1 − η1),

3.124

已知 η1, η2, · · · , ηn−r+1 线性⽆关, 又初等变换不改变向量组的线性相关性,
故向量组 η1, η2 − η1, · · · , ηn−r+1 − η1 线性⽆关.

从⽽向量组 η2 − η1, η3 − η1, · · · , ηn−r+1 − η1 也线性⽆关, 又注意到该向量

组包含的向量个数为 n− r, 故它是 Ax = 0 的⼀个基础解系.
则 Ax = b 的任意⼀个解 x 可以表⽰为

x = k2(η2 − η1) + k3(η3 − η1) + · · ·+ kn−r+1(ηn−r+1 − η1) + η1,

整理得

x = (1− k2 − k3 − · · · − kn−r+1)η1 + k2η2 + k3η3 + · · ·+ kn−r+1ηn−r+1,

记 k1 = 1− k2 − k3 − · · · − kn−r+1, 则 k1 + k2 + k3 + · · ·+ kn−r+1 = 1, ⽽且

x = k1η1 + k2η2 + · · ·+ kn−r+1ηn−r+1.

3.125
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Example 67. 设四元齐次线性⽅程组

I :
{

x1 + x2 = 0,

x2 − x4 = 0;
II :

{
x1 − x2 + x3 = 0,

x2 − x3 + x4 = 0.

求: (1) ⽅程组 I 与 II 的基础解系; (2) I 与 II 的公共解.

解: (1) 因为

I ⇐⇒

{
x1 = −x2,

x4 = x2;
⇐⇒


x1 = −x2,

x2 = x2,

x3 = x3,

x4 = x2,

所以⽅程组 I 的基础解系为 ξ1 =


−1

1

0

1

 , ξ2 =


0

0

1

0

. 3.126

由

II ⇐⇒

{
x1 = x2 − x3,

x4 = −x2 + x3,
⇐⇒


x1 = x2 − x3,

x2 = x2,

x3 = x3,

x4 = −x2 + x3;

所以⽅程组 II 的基础解系为

ξ1 =


1

1

0

−1

 , ξ2 =


−1

0

1

1

 .

(2) ⽅程组 I 与 II 的公共解, 即联⽴⽅程组 I 和 II 所得新⽅程组的解:
x1 + x2 = 0,

x2 − x4 = 0,

x1 − x2 + x3 = 0,

x2 − x3 + x4 = 0.
3.127

由
1 1 0 0

0 1 0 −1

1 −1 1 0

0 1 −1 1


r4+r2−−−−→
r3−r1


1 1 0 0

0 1 0 −1

0 −2 1 0

0 2 −1 0


r4+r3−−−−−→

r3×(−1)


1 1 0 0

0 1 0 −1

0 2 −1 0

0 0 0 0

 ,

即 
x1 = −x2,

x2 = x2,

x3 = 2x2,

x4 = x2.
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得⽅程组 I 与 II 的公共解为

x = c


−1

1

2

1

 (c ∈ R).

3.128

Example 68. 求四张平⾯

a1x+ b1y + c1z + d1 = 0,

a2x+ b2y + c2z + d2 = 0,

a3x+ b3y + c3z + d3 = 0,

a4x+ b4y + c4z + d4 = 0

相交于⼀点的充分必要条件.

解: 四张平⾯相交于⼀点的充分必要条件是: 3 元线性⽅程组
a1x+ b1y + c1z = −d1,

a2x+ b2y + c2z = −d2,

a3x+ b3y + c3z = −d3,

a4x+ b4y + c4z = −d4

有唯⼀解. 3.129

记

A =


a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

a4 b4 c4

 , b =


−d1

−d2

−d3

−d4

 .

则平⾯相交于⼀点的充分必要条件是: r(A) = r(A, b) = 3.
� 教材 P.27 例 2 就是上述例题. 但其解答 “充要条件是系数⾏列式 D = 0 或

D3 ̸= 0” 是错误的, 其中

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

a4 b4 c4 d4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

因为 D = 0 即 r(A, b) ⩽ 3. 当 r(A, b) = 1 时, 各平面重合; 当 r(A, b) = 2 时, 原
式约简为直线⽅程, 即各平面相交于⼀条直线. 另外, D3 ̸= 0 可以得到 r(A) = 3,
但反之不成立; 且 D3 ̸= 0 得不到 r(A, b) = 3. 3.130
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6 习题

Exercise 69 (P.146 习题 1). 将向量 α 表⽰成 α1, α2, α3, α4 的线性组合:

α =


1

2

1

1

 ,α1 =


1

1

1

1

 ,α2 =


1

1

−1

−1

 ,α3 =


1

−1

1

−1

 ,α4 =


1

−1

−1

1

 .

解: 设 α = x1α1 + x2α2 + x3α3 + x4α4, 即
x1 + x2 + x3 + x4 = 1,

x1 + x2 − x3 − x4 = 2,

x1 − x2 + x3 − x4 = 1,

x1 − x2 − x3 + x4 = 1.
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由 
1 1 1 1 1

1 1 −1 −1 2

1 −1 1 −1 1

1 −1 −1 1 1


初等⾏变换−−−−−−→


1 0 0 0 5

4

0 1 0 0 1
4

0 0 1 0 −1
4

0 0 0 1 −1
4

 ,

得: x1 =
5
4 , x2 = 1

4 , x3 = −1
4 , x4 = −1

4 . 故

α =
5

4
α1 +

1

4
α2 −

1

4
α3 −

1

4
α4.

3.132

Exercise 70 (P.146 习题 2). 将向量 α 表⽰成 α1, α2, α3, α4 的线性组合:
α = (0, 0, 0, 1),α1 = (1, 1, 0, 1),α2 = (2, 1, 3, 1),α3 = (1, 1, 0, 0),α4 =

(0, 1,−1,−1).

解: 设 α = x1α1 + x2α2 + x3α3 + x4α4, 即
1x1 + 2x2 + 1x3 + 0x4 = 0,

1x1 + 1x2 + 1x3 + 1x4 = 0,

0x1 + 3x2 + 0x3 − 1x4 = 0,

1x1 + 1x2 + 0x3 − 1x4 = 1.

3.133

由 
1 2 1 0 0

1 1 1 1 0

0 3 0 −1 0

1 1 0 −1 1


初等⾏变换−−−−−−→


1 0 0 0 1

0 1 0 0 0

0 0 1 0 −1

0 0 0 1 0


得 x1 = 1, x2 = 0, x3 = −1, x4 = 0. 故

α = α1 −α3.

3.134
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Exercise 71 (P.146 习题 4). 判别向量组的线性相关性:
β1 = (1,−1, 2, 4)T, β2 = (0, 3, 1, 2)T, β3 = (3, 0, 7, 14)T.

解: ⽅法⼀. 观察可以得到 β3 = 3β1 + β2, 所以向量组线性相关.
⽅法⼆. 因为 

1 0 3

−1 3 0

2 1 7

4 2 14


r2+r1,r3−2r1−−−−−−−−→

r4−4r1


1 0 3

0 3 3

0 1 1

0 2 2



r2↔r3−−−−→


1 0 3

0 1 1

0 3 3

0 2 2


r3−3r2−−−−→
r4−2r2


1 0 3

0 1 1

0 0 0

0 0 0

 .

故 r{β1,β2,β3} = 2 < 3, 所以向量组线性相关. 3.135

或者,
1 0 3

−1 3 0

2 1 7

4 2 14


c1−2c2−−−−→
c3−7c2


1 0 3

−7 3 −21

0 1 0

0 2 0


c3−3c1−−−−→


1 0 0

−7 3 0

0 1 0

0 2 0

 ,

得 r{β1,β2,β3} = 2. 3.136

Exercise 72 (P.146 习题 7). 证明: 若 α1, α2 线性⽆关, 则 α1+α2, α1−α2 也

线性⽆关.

证: 设 k1(α1 +α2) + k2(α1 −α2) = 0, 即

(k1 + k2)α1 + (k1 − k2)α2 = 0.

因为 α1, α2 线性⽆关, 所以只能有{
k1 + k2 = 0,

k1 − k2 = 0,

⽅程组只有唯⼀解: k1 = 0, k2 = 0.
故 α1 +α2, α1 −α2 线性⽆关. 3.137

Exercise 73 (P.146 习题 9). 证明 α1+α2,α2+α3,α3+α1 线性⽆关的充要条

件是 α1,α2,α3 线性⽆关.

证: 易证这两个向量组等价, 故结论成⽴. 3.138

Exercise 74 (P.147 习题 11). 如果 α1, α2, α3, α4 线性相关, 但其中任意 3 个

向量都线性⽆关, 证明必存在⼀组 .全 .不 .为 .零的数 k1, k2, k3, k4, 使得

k1α1 + k2α2 + k3α3 + k4α4 = 0.
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证: 反证法. 因为 α1,α2,α3,α4 线性相关, 所以存在不全为零的数 k1, k2, k3, k4,
使得

k1α1 + k2α2 + k3α3 + k4α4 = 0.

假若 k1, k2, k3, k4 中⾄少有⼀个等于零, 不妨假设 k1 = 0, 则

k2α2 + k3α3 + k4α4 = 0,

其中 k2, k3, k4 不全为零, 从⽽得到 α2, α3, α4 线性相关, 与题设⽭盾.
故 k1, k2, k3, k4 中没有⼀个为零. 3.139

Exercise 75 (P.147 习题 12). 若α1,α2, · · · ,αr 线性⽆关, 证明 β,α1,α2, · · · ,αr

线性⽆关的充要条件是 β 不能由 α1,α2, · · · ,αr 线性表⽰.

证: (1) 若 β,α1,α2, · · · ,αr 线性⽆关, 当然 β 不能由 α1,α2, · · · ,αr 线性表⽰.
(2) 若已知 β 不能由 α1,α2, · · · ,αr 线性表⽰.
⽤反证法: 假设 β,α1,α2, · · · ,αr 线性相关.
因 α1,α2, · · · ,αr 线性⽆关, 则 β 必能由 α1,α2, · · · ,αr 线性表⽰ (且表⽰

法唯⼀). ⽭盾. 3.140

Exercise 76 (P.148 习题 17). 设 A 是 m × n 矩阵, B 是 n ×m 矩阵, n < m,
证明齐次线性⽅程组 (AB)x = 0 有⾮零解.

证: AB 是 m×m 的矩阵, ⽽

r(AB) ⩽ min{r(A), r(B)} ⩽ n < m.

所以⽅程组 (AB)x = 0 有⾮零解. 3.141

Exercise 77 (P.148 习题 18). 设 A 是 s× n 矩阵, B 是由 A 的前 m ⾏构成的

m× n 矩阵. 证明: 若 A 的⾏向量组的秩为 r, 则 r(B) ⩾ r +m− s.

证: 记矩阵 C 为 A 的后 s−m ⾏, 即

A =

(
B

C

)
.

即

r(A) = r
(
B

C

)
⩽ r(B) + r(C) ⩽ r(B) + s−m.

即 r(B) ⩾ r +m− s.

或者, 注意到 B 的⾏向量组 (即 A 的前 m 个⾏向量) 的极⼤⽆关组与 A 的

后 s−m 个⾏向量所构成的向量组中, 包含了 A 的⾏向量组的极⼤⽆关组, 故

r(B) + s−m ⩾ r(A) = r,

即 r(B) ⩾ r +m− s. 3.142

40



Exercise 78 (P.148 习题 23). 设 A 是⼀个 m×n 矩阵, 证明: 存在⾮零的 n× s

矩阵 B 使得 AB = 0 的充要条件是 r(A) < n.

� 对照教材 P.133 例 1: 设 A 是 n 阶矩阵, 证明: 存在 n× s 矩阵 B ̸= 0, 使得
AB = 0 的充要条件是 |A| = 0.
证: (充分性). 设 r(A) < n, 则 Ax = 0 有⾮零解, 取 Ax = 0 的 s 个解 β1, β2,
· · · , βs, 且其中⾄少有⼀个 βj ̸= 0, 作矩阵 B = (β1,β2, · · ·βs), 则 B ̸= 0, 且有

AB = A(β1,β2, · · ·βs) = 0.

(必要性). 设存在⾮零的 n × s 矩阵 B 使得 AB = 0, 则矩阵 B 的列向量

βj(j = 1, 2, · · · , s) 都是⽅程组 Ax = 0 的解. 因为 B 为⾮零矩阵, 所以⾄少有

⼀个 βi ̸= 0, 即 Ax = 0 有⾮零解, 从⽽ r(A) < n. 3.143

Exercise 79 (P.149 习题 30). 讨论 p, q 取何值时, 下列线性⽅程组有解、⽆解,
有解时求其解:

(1)


(p+ 3)x1 +x2 +2x3 = p,

px1 +(p− 1)x2 +x3 = 2p,

3(p+ 1)x1 +px2 +(p+ 3)x3 = 3.

解: 系数⾏列式为

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
p+ 3 1 2

p p− 1 1

3(p+ 1) p p+ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
r2+r1=====

∣∣∣∣∣∣∣∣
p+ 3 1 2

2p+ 3 p 3

3(p+ 1) p p+ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
r3−r2=====

∣∣∣∣∣∣∣∣
p+ 3 1 2

2p+ 3 p 3

p 0 p

∣∣∣∣∣∣∣∣
c1−c3=====

∣∣∣∣∣∣∣∣
p+ 1 1 2

2p p 3

0 0 p

∣∣∣∣∣∣∣∣
= p(p2 + p− 2p) = p2(p− 1).

3.144

或者

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
p+ 3 1 2

p p− 1 1

3(p+ 1) p p+ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (p− 1)(p+ 3)2 + 3(p+ 1) + 2p2 − 6(p+ 1)(p− 1)− p(p+ 3)− p(p+ 3)

= p2(p− 1).

当 p2(p− 1) ̸= 0, 即 p ̸= 0 且 p ̸= 1 时, ⽅程组有唯⼀解.
当 p = 0 时, 对增⼴矩阵作⾏初等变换:

(A, b) =


3 1 2 0

0 −1 1 0

3 0 3 3

 r3−r1−−−−→


3 1 2 0

0 −1 1 0

0 −1 1 3


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r3−r2−−−−→


3 1 2 0

0 −1 1 0

0 0 0 3

 .

此时⽅程组⽆解. 3.145

当 p = 1 时, 对增⼴矩阵作⾏初等变换:

(A, b) =


4 1 2 1

1 0 1 2

6 1 4 3

 r1↔r2−−−−→


1 0 1 2

4 1 2 1

6 1 4 3


r2−4r1−−−−→
r3−6r1


1 0 1 2

0 1 −2 7

0 1 −2 −9

 r3−r2−−−−→


1 0 1 2

0 1 −2 7

0 0 0 −2

 .

此时⽅程组⽆解.
因为

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
p 1 2

2p p− 1 1

3 p p+ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= p(p− 1)(p+ 3) + 3 + 4p2 − 6(p− 1)− p2 − 2p(p+ 3)

= p3 + 3p2 − 15p+ 9.

3.146

D2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
p+ 3 p 2

p 2p 1

3(p+ 1) 3 p+ 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 2p(p+ 3)(p+ 3) + p(3p+ 3) + 6p− 4p(3p+ 3)− 3(p+ 3)− p2(p+ 3)

= p3 + 12p− 9.

D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
p+ 3 1 p

p p− 1 2p

3(p+ 1) p 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 3(p+ 3)(p− 1) + p3 + 6p(p+ 1)− 3p(p+ 1)(p− 1)− 2p2(p+ 3)− 3p

= −4p3 + 3p2 + 12p− 9.

所以, 当 p ̸= 0 且 p ̸= 1 时, ⽅程组有唯⼀解:

x1 =
p3 + 3p2 − 15p+ 9

p2(p− 1)
; x2 =

p3 + 12p− 9

p2(p− 1)
; x3 =

−4p3 + 3p2 + 12p− 9

p2(p− 1)
.

当 p = 0 或 p = 1 时, ⽅程组⽆解. 3.147

Exercise 80 (P.149 习题 30). 讨论 p, q 取何值时, 下列线性⽅程组有解、⽆解,
有解时求其解:
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(2)


x1 +x2 +x3 +x4 +x5 = 1,

3x1 +2x2 +x3 +x4 −3x5 = p,

x2 +2x3 +2x4 +6x5 = 3,

5x1 +4x2 +3x3 +3x4 −x5 = q.

解: 对⽅程组的增⼴矩阵作⾏初等变换:

(A, b) =


1 1 1 1 1 1

3 2 1 1 −3 p

0 1 2 2 6 3

5 4 3 3 −1 q


r2−3r1−−−−→
r4−5r1


1 1 1 1 1 1

0 −1 −2 −2 −6 p− 3

0 1 2 2 6 3

0 −1 −2 −2 −6 q − 5



r2↔r3−−−−→


1 1 1 1 1 1

0 1 2 2 6 3

0 −1 −2 −2 −6 p− 3

0 −1 −2 −2 −6 q − 5


r3+r2−−−−→
r4+r2


1 1 1 1 1 1

0 1 2 2 6 3

0 0 0 0 0 p

0 0 0 0 0 q − 2

 ,

3.148

可知当 p ̸= 0 或 q ̸= 2 时, ⽅程组⽆解; 当 p = 0 且 q = 2 时, ⽅程组有⽆穷

多解, 此时对上述矩阵继续作初等⾏变换:
1 1 1 1 1 1

0 1 2 2 6 3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


r1−r2−−−−→


1 0 −1 −1 −5 −2

0 1 2 2 6 3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

 ,

得⽅程组的同解⽅程组为{
x1 = x3 + x4 + 5x5 − 2,

x2 = −2x3 − 2x4 − 6x5 + 3.

令


x3 = c1,

x4 = c2,

x5 = c3,

得⽅程组的通解为:



x1 = c1 + c2 + 5c3 − 2,

x2 = −2c1 − 2c2 − 6c3 + 3,

x3 = c1,

x4 = c2,

x5 = c3.

3.149

Exercise 81 (P.149 习题 30). 讨论 p, q 取何值时, 下列线性⽅程组有解、⽆解,
有解时求其解:

(3)


x1 +x2 +2x3 −x4 = 1,

x1 −x2 −2x3 −7x4 = 3,

x2 +px3 +qx4 = q − 3,

x1 +x2 +2x3 +(q − 2)x4 = q + 3.

解: 对⽅程组的增⼴矩阵作⾏初等变换:

(A, b) =


1 1 2 −1 1

1 −1 −2 −7 3

0 1 p q q − 3

1 1 2 q − 2 q + 3


r2−r1−−−−→
r4−r1


1 1 2 −1 1

0 −2 −4 −6 2

0 1 p q q − 3

0 0 0 q − 1 q + 2


43



r2÷(−2)−−−−−→


1 1 2 −1 1

0 1 2 3 −1

0 1 p q q − 3

0 0 0 q − 1 q + 2


r3−r2−−−−→


1 1 2 −1 1

0 1 2 3 −1

0 0 p− 2 q − 3 q − 2

0 0 0 q − 1 q + 2


3.150

r3−r4−−−−→


1 1 2 −1 1

0 1 2 3 −1

0 0 p− 2 −2 −4

0 0 0 q − 1 q + 2


r1−r2−−−−→


1 0 0 −4 2

0 1 2 3 −1

0 0 p− 2 −2 −4

0 0 0 q − 1 q + 2

 .

(1) 当 q − 1 = 0, 即 q = 1 时, ⽅程组⽆解.
(2) 当 q ̸= 1 且 p ̸= 2 时, ⽅程组有唯⼀解. 此时

1 0 0 −4 2

0 1 2 3 −1

0 0 p− 2 −2 −4

0 0 0 q − 1 q + 2


r3÷(p−2)−−−−−−→
r4÷(q−1)


1 0 0 −4 2

0 1 2 3 −1

0 0 1 2
2−p

4
2−p

0 0 0 1 q+2
q−1


r1 + 4r4

r2 − 3r4−−−−−−→
r3− 2

2−p
r4


1 0 0 0 6q+6

q−1

0 1 2 0 4q+5
1−q

0 0 1 0 2(q−4)
(2−p)(q−1)

0 0 0 1 q+2
q−1


r2−2r3−−−−→


1 0 0 0 6q+6

q−1

0 1 0 0 12q−4pq−5p−6
(1−q)(2−p)

0 0 1 0 2(q−4)
(2−p)(q−1)

0 0 0 1 q+2
q−1

 ,

3.151

得此时⽅程组的解为

x1 =
6q + 6

q − 1
, x2 =

12q − 4pq − 5p− 6

(1− q)(2− p)
, x3 =

2(q − 4)

(2− p)(q − 1)
, x4 =

q + 2

q − 1
.

(3) 当 p = 2 且 −2
q−1 = −4

q+2 即 q = 4 时, ⽅程组有⽆穷多解, 此时
1 0 0 −4 2

0 1 2 3 −1

0 0 0 −2 −4

0 0 0 3 6


r3÷(−2)−−−−−→


1 0 0 −4 2

0 1 2 3 −1

0 0 0 1 2

0 0 0 3 6



r4−3r3−−−−→


1 0 0 −4 2

0 1 2 3 −1

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0


r1+4r3−−−−→
r2−3r3


1 0 0 0 10

0 1 2 0 −7

0 0 0 1 2

0 0 0 0 0

 .

3.152

得同解⽅程组为 
x1 = 10,

x2 = −2x3 − 7,

x4 = 2.
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令 x3 = c 得⽅程组的通解为 
x1 = 10,

x2 = −2c− 7,

x3 = c,

x4 = 2.

(4) 当 p = 2 且
−2

q − 1
̸= −4

q + 2
即 q ̸= 4 时, ⽅程组⽆解. 3.153

Exercise 82 (P.149 习题 31). 设 A 为 m× n 矩阵, 证明: 若任⼀个 n 维向量都

是 Ax = 0 的解, 那么 A = 0.

证: 由题意可知⽅程组 Ax = 0 的基础解系中所含向量的个数为 n, 故

n = n− r(A),

得到

r(A) = 0.

故 A = 0.

另证: 设α1,α2, · · · ,αn 为 n个线性⽆关的 n维列向量, 记矩阵B = (α1,α2, · · · ,αn).
由题设可得

Aαi = 0, i = 1, 2, · · · , n

于是

AB = 0.

又因为 B 可逆, 所以

A = 0.

3.154

另证: 由题设, 基本单位向量 ε1, ε2, · · · , εn 也是其解, 故

AI = A(ε1, ε2, · · · , εn) = 0.

即 A = 0. 3.155

Exercise 83 (P.150 习题 34 (1)). 设 A∗ 是 n 阶矩阵 A 的伴随矩阵, 证明:

r(A∗) =


n, 当 r(A) = n,

1, 当 r(A) = n− 1,

0, 当 r(A) < n− 1.

证: (i) 当 r(A) = n 时, 有 |A| ̸= 0, 所以 |A∗| ̸= 0, 从⽽ r(A∗) = n.

(ii) 当 r(A) = n − 1 时, 有 |A| = 0, 且 A 中⾄少有⼀个 n − 1 阶⾮零⼦式,
于是 A∗ 中⾄少有⼀个⾮零元, 从⽽ r(A∗) ⩾ 1.

又因为 AA∗ = A∗A = |A|I = 0, 所以 r(A) + r(A∗) ⩽ n, 即

r(A∗) ⩽ n− r(A) = n− (n− 1) = 1.
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综合可得 r(A∗) = 1.

(iii) 当 r(A) < n − 1 时, A 中所有 n − 1 阶⼦式均为 0, 于是 A∗ = 0, 故

r(A∗) = 0. 3.156

Exercise 84 (P.150 习题 36). 设 A 是 n 阶矩阵. 证明: ⾮齐次线性⽅程组

Ax = b 对任何 b 都有解的充要条件是 |A| ̸= 0.

证: 充分性. 当 |A| ̸= 0 时, 对任意 b, 由 Ax = b 可得

x = A−1b.

充分性得证.
必要性. 取 n 个线性⽆关的 n 维向量 b1, b2, · · · , bn, 设 Ax = bi 的解为 xi,

(i = 1, 2, · · · , n). 那么

A(x1,x2, · · · ,xn) = (b1, b2, · · · , bn).

两边取⾏列式并注意到 |b1, b2, · · · , bn| ̸= 0, 于是 |A| ̸= 0. 3.157

Exercise 85 (P.150 习题 38). 已知 β1, β2 是⽅程组 Ax = b 的两个不同解, α1,
α2 是对应齐次⽅程 Ax = 0 的基础解系, 则 Ax = b 的⼀般解是: 【 】

(A) k1α1 + k2(α1 +α2) +
β1−β2

2 ; (B) k1α1 + k2(α2 −α1) +
β1+β2

2 ;
(C) k1α1 + k2(β1 + β2) +

β1−β2

2 ; (D) k1α1 + k2(β1 − β2) +
β1+β2

2 ;

解: β1−β2

2 是齐次⽅程 Ax = 0 的解; β1+β2

2 是 Ax = b 的解. 故排除 (A), (C).
选项 (D) 中, β1 − β2 是齐次⽅程 Ax = 0 的解, 但 α1, β1 − β2 不⼀定是

Ax = 0 的基础解系. 故排除.
选项 (B) 正确. 3.158

Exercise 86 (P.150 习题 39). 已知 Q =


1 2 3

2 4 t

3 6 9

, P 为 3 阶⾮零矩阵,

PQ = 0, 则 【 】

(A) t = 6 时, r(P ) = 1. (B) t = 6 时, r(P ) = 2.
(C) t ̸= 6 时, r(P ) = 1. (D) t ̸= 6 时, r(P ) = 2.

解: 由 PQ = 0 知

r(P ) + r(Q) ⩽ 3.

• t = 6 时, r(Q) = 1, r (P ) ⩽ 2;
• t ̸= 6 时, r(Q) = 2, r(P ) ⩽ 1. 又 P 为⾮零矩阵, r(P ) > 0, 则 r(P ) = 1.

故选 (C).
或者, Q 的各列是 Px = 0 的解. P ̸= 0, 故 r(P ) ⩾ 1. Px = 0 的基础解系

由 3− r(P ) 个解构成, 并且 3− r(P ) ⩽ 2.
t ̸= 6 时, Q 的第 1, 3 两列线性⽆关, 已经构成 Px = 0 的基础解系. 从⽽

3− r(P ) = 2, 得 r(P ) = 1. 3.159
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Exercise 87 (P.150 习题 40). 设

a = (a1, a2, a3)
T, b = (b1, b2, b3)

T , c = (c1, c2, c3)
T ,

证明三直线
l1 : a1x+ b1y + c1 = 0,

l2 : a2x+ b2y + c2 = 0, (a2i + b2i ̸= 0, i = 1, 2, 3)

l3 : a3x+ b3y + c3 = 0.

相交于⼀点的充分必要条件为: 向量组 a, b 线性⽆关, 且向量组 a, b, c 线性相

关.

证: 三直线相交于⼀点的充分必要条件为: ⽅程组
a1x+ b1y + c1 = 0,

a2x+ b2y + c2 = 0, (a2i + b2i ̸= 0, i = 1, 2, 3)

a3x+ b3y + c3 = 0.

(20)

有惟⼀解. 3.160

记⽅程组 (20) 为

xa+ yb = −c. (21)

⽅程组 (21) 有惟⼀解的充要条件是

r(a, b) = r(a, b, −c) = 2. (22)

注意到 r(a, b, −c) = r(a, b, c), (因为 (a, b, −c) 与 (a, b, c) 是列等价的.) 所

以 (22) 即为

r(a, b) = r(a, b, c) = 2.

即向量组 a, b 线性⽆关, 且向量组 a, b, c 线性相关. 3.161

Exercise 88 (P.150 习题 41). 设 A 是 m× n 矩阵, r(A) = m (m < n), B 是 n

阶矩阵, 下列哪个成⽴?
(A) A 中任⼀ m 阶⼦式 ̸= 0; (B) A 中任意 m 列线性⽆关;
(C) |ATA| ̸= 0; (D) 若 AB = 0, 则 B = 0;
(E) 若 r(B) = n, 则 r(AB) = m.

解: (A) 错误. 应为: A 中⾄少存在⼀个 m 阶⼦式 ̸= 0.
(B) 错误. 应为: A 中存在某 m 列线性⽆关.
(C) 错误. “A 是 m× n 矩阵, m < n, 则 |ATA| = 0”. 见教材 P.129 例 2. 或

见本⽂例题 37.
(D) 错误. 因 r(A) < n, 故⽅程组 Ax = 0 有⾮零解, 从⽽存在⾮零矩阵 B

使得 AB = 0.
(E) 正确. 见教材 P.128 性质 3. 3.162
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Example 89. 设 r (Am×n) = m < n, 则下述结论正确的是 【 】

(A) Am×n 的任意 m 个列向量必线性⽆关.
(B) Am×n 的任意⼀个 m 阶⼦式不等于零.
(C) 若矩阵 B 满⾜ BA = 0, 则 B = 0.
(D) Am×n 通过初等⾏变换必可以化为 (Im,0) 的形式.

解: (D) 错. 例如

A =

(
1 0 0 1

0 1 1 0

)
选 (C). 直观的解释是, BA 的⾏向量是 A 的⾏向量的线性组合:

BA =


b11 b12 · · · b1m

b21 b22 · · · b2m
...

...
...

bt1 bt2 · · · btm




a1

a2

...

am

 =


b11a1 + b12a2 + · · ·+ b1mam

b21a1 + b22a2 + · · ·+ b2mam

...

bt1a1 + bt2a2 + · · ·+ btmam

 .

3.163

若 BA = 0, 则 

b11a1 + b12a2 + · · ·+ b1mam = 0,

b21a1 + b22a2 + · · ·+ b2mam = 0,
...

bt1a1 + bt2a2 + · · ·+ btmam = 0,

⽽ r (Am×n) = m, 知向量组 a1,a2, · · · ,am 线性⽆关, 则 bij = 0, 所以 B = 0.
或者: 由 BA = 0, 得 ATBT = 0. 下证⽅程组

ATx = 0

只有零解.
因 AT 是 n×m 矩阵, ⽽且 r

(
AT) = m, 故⽅程组 ATx = 0 只有零解.

另解: BA = 0, 则 r(B) + r(A) ⩽ m. ⽽ r(A) = m, 故必有 r(B) = 0, 即

B = 0. 3.164

Definition 90. 设 A 为 m× n 矩阵,

• 若 A 的 n 个列向量线性⽆关, 则称 A 是 .列 .满 .秩的;
• 若 A 的 m 个⾏向量线性⽆关, 则称 A 是 .⾏ .满 .秩的.

由此总结⼀下矩阵乘法消去律成⽴的条件:

1. 设 Am×nBn×l = 0, 若 r(A) = n (即 A 是 .列 .满 .秩的), 则 B = 0.
2. 设 Am×nBn×l = 0, 若 r(B) = n (即 B 是 .⾏ .满 .秩的), 则 A = 0.

3.165

Example 91. 设 A 是 m× k 矩阵, B 是 k ×m 矩阵, 试证:

(1) 若 r(A) = k, 则 r(AB) = r(B);
(2) 若 r(B) = k, 则 r(AB) = r(A).
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证: (1) 若 r(A) = k, 则存在可逆矩阵 Pm×m, Qk×k, 使得

A = P

(
Ik

0

)
Q.

注意到 P , Q 可逆, 则

r(AB) = r
((

Ik

0

)
QB

)
= r

(
IkQB

0

)
= r(IkQB) = r(B).

(2) 同理.
� 这⾥的 A 为 .列 .满 .秩矩阵, B 为 .⾏ .满 .秩矩阵. 上述结论是矩阵秩的性质 3 的推

⼴ (教材 P.128). 3.166

Exercise 92 (P.151 习题 46). 设 A 为 n 阶矩阵, 若存在正整数 k (k ⩾ 2) 使得

Akα = 0, 但 Ak−1α ̸= 0, 其中 α 为 n 维⾮零列向量, 证明 α,Aα, · · · ,Ak−1α

线性⽆关.

证: 设

l1α+ l2Aα+ · · ·+ lkA
k−1α = 0. (23)

两边同时左乘 Ak−1 得:

l1A
k−1α+ l2A

kα+ · · ·+ lkA
2k−2α = 0. (24)

因为 Akα = 0, 所以

Akα = Ak+1α = · · · = A2k−2α = 0.

代⼊ (24) 式得:
l1A

k−1α = 0.

因为 Ak−1α ̸= 0, 所以 l1 = 0. 3.167

将 l1 = 0 代⼊ (23) 式得:

l2Aα+ · · ·+ lkA
k−1α = 0. (25)

两边同时左乘 Ak−2 得:

l2A
k−1α+ l3A

kα+ · · ·+ lkA
2k−3α = 0.

注意到

Akα = Ak+1α = · · · = A2k−2α = 0, Ak−1α ̸= 0,

于是得到 l2 = 0. 类似可得

l3 = l4 = · · · = lk = 0.

因此结论成⽴. 3.168
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Example 93 (P.151 习题 47). 设 A 是 n×m 矩阵, B 是 m× n 矩阵, 且 n < m.
I 是 n 阶单位矩阵, 若 AB = I, 证明 B 的列向量线性⽆关.

证: 因 B 是 m× n 矩阵, 且 n < m, 所以

r(B) ⩽ min{m,n} = n.

又

r(B) ⩾ r(AB) = r(I) = n,

所以 r(B) = n, 得证 B 的 n 个列向量是线性⽆关的.
另解: 记 B = (β1, · · · ,βn), I = (ε1, · · · , εn), 则 Aβi = εi. 设

k1β1 + · · ·+ knβn = 0,

两边同时左乘以 A, 得 k1Aβ1 + · · ·+ knAβn = 0, 即

k1ε1 + · · ·+ knεn = 0.

只能有 k1 = · · · = kn = 0, 故 β1, · · · ,βn 线性⽆关. 3.169

Exercise 94 (习题 48). 已知 r{α1,α2,α3} = r{β1,β2,β3}, 其中α1 = (1, 2,−3)T,
α2 = (3, 0, 1)T, α3 = (9, 6,−7)T; β1 = (0, 1,−1)T, β2 = (a, 2, 1)T, β3 =

(b, 1, 0)T, 且 β3 可以由 α1, α2, α3 线性表⽰, 求 a, b 的值.

解: 对 (α1,α2,α3,β3) 进⾏初等⾏变换:

(α1,α2,α3,β3) =


1 3 9 b

2 0 6 1

−3 1 −7 0

 r2÷2−−−→


1 3 9 b

1 0 3 1
2

−3 1 −7 0


r1−r2−−−−→
r3+3r2


0 3 6 b− 1

2

1 0 3 1
2

0 1 2 3
2

 r1−3r3−−−−→


0 0 0 b− 5

1 0 3 1
2

0 1 2 3
2

 ,

故 b = 5, r{α1,α2,α3} = 2. 3.170

对 (β1,β2,β3) 进⾏初等变换 (⾏变换、列变换均可):
0 a 5

1 2 1

−1 1 0

 r2+r3−−−−→


0 a 5

0 3 1

−1 1 0

 r1−5r2−−−−→


0 a− 15 0

0 3 1

−1 1 0

 ,

因 r{β1,β2,β3} = 2, 故 a = 15. 3.171

Exercise 95 (P.152 习题 50). 设 n 阶矩阵 A 的每⾏元素之和均为 0, 又 r(A) =

n− 1, 求齐次线性⽅程组 Ax = 0 的通解.

解: 由 r(A) = n− 1 知, Ax = 0 的基础解系中只有⼀个解向量, 且

ξ = (1, 1, · · · , 1)T
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是⽅程组的⼀个解, 因此所求通解为

x = c(1, 1, · · · , 1)T (c ∈ R).

3.172

Exercise 96 (P.152 习题 51). 已知下列线性⽅程组 I, II 为同解线性⽅程组, 求

参数 m, n, t 之值.

I :


x1 + x2 − 2x4 = −6,

4x1 − x2 − x3 − x4 = 1,

3x1 − x2 − x3 = 3;

II :


x1 +mx2 − x3 − x4 = −5,

nx2 − x3 − 2x4 = −11,

x3 − 2x4 = −t+ 1.

3.173
解: 对⽅程组 I 的增⼴矩阵做初等⾏变换:

1 1 0 −2 −6

4 −1 −1 −1 1

3 −1 −1 0 3

 r3−4×r1−−−−−→
r3−3×r1


1 1 0 −2 −6

0 −5 −1 7 25

0 −4 −1 6 21


r2−r3−−−−→


1 1 0 −2 −6

0 −1 0 1 4

0 −4 −1 6 21

 r3−4×r2−−−−−→


1 1 0 −2 −6

0 −1 0 1 4

0 0 −1 2 5


r1+r2−−−−→


1 0 0 −1 −2

0 −1 0 1 4

0 0 −1 2 5

 ri×(−1)−−−−−→
i=2,3


1 0 0 −1 −2

0 1 0 −1 −4

0 0 1 −2 −5

 .

由此可以得到⽅程组 I 的⼀个特解:

ξ0 = (−2,−4,−5, 0)T.

由于两⽅程组同解, 所以⽅程组 I 的解也是⽅程组 II 的解, 将 ξ0 代⼊⽅程组 II 3.174

得: 
−2− 4m+ 5 = −5,

−4n+ 5 = −11,

−5 = −t+ 1.

⇒


m = 2,

n = 4,

t = 6.
3.175

Exercise 97 (P.152 习题 52). 设 α = (1, 2, 1)T, β = (1, 12 , 0)
T, γ = (0, 0, 8)T,

A = αβT, B = βTα, 求解⽅程 2B2A2x = A4x+B4x+ γ.

解: ⾸先可计算出:

B = βTα = (1,
1

2
, 0)


1

2

1

 = 2,
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A = αβT =


1

2

1

 (1,
1

2
, 0) =


1 1

2 0

2 1 0

1 1
2 0

 ,

A2 = (αβT)(αβT) = α(βTα)βT = 2A,

A4 = 8A.

于是⽅程组为: 16Ax = 8Ax+ 16x+ γ, 即 (8A− 16I)x = γ. 对⽅程组的 3.176

增⼴矩阵作初等⾏变换:
−8 4 0 0

16 −8 0 0

8 4 −16 8

 −→


1 0 −1 1

2

0 1 −2 1

0 0 0 0

 ,

故 
x1 = x3 +

1
2 ,

x2 = 2x3 + 1,

x3 = x3,

于是⽅程组的通解为:
x1

x2

x3

 = c


1

2

1

+


1
2

1

0

 (c ∈ R).

3.177

Exercise 98 (P.152 习题 53). 设 n 阶矩阵 A = (α1,α2, · · · ,αn) 的⾏列式

|A| ̸= 0, A 的前 n− 1 列构成的 n× (n− 1) 矩阵记为 A1 = (α1,α2, · · · ,αn−1),
问⽅程组 A1x = αn 是否有解？

解: 由题设可知

r(A1) = n− 1, r(A1,αn) = r(A) = n,

得 r(A1) ̸= r(A1,αn), 所以⽆解.
另解: 由题设知 α1,α2, · · · ,αn 线性⽆关, 故 αn 不能由 α1,α2, · · · ,αn−1 线性

表⽰, 从⽽

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xn−1αn−1 = αn

⽆解, 即 A1x = αn ⽆解. 3.178

Exercise 99 (P.152 习题 56). 设 A,B 皆为 n 阶矩阵, 证明:

(1)
∣∣∣∣∣ I B

A I

∣∣∣∣∣ = |I −AB|; (2) |I −BA| = |I −AB|;

(3) det(λI −AB) = det(λI −BA) (λ 为任意常数).

解: (1)
∣∣∣∣∣ I B

A I

∣∣∣∣∣ r2−A×r1=======

∣∣∣∣∣ I B

0 I −AB

∣∣∣∣∣ = |I||I −AB| = |I −AB|.
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(2) |I −AB| =

∣∣∣∣∣ I B

A I

∣∣∣∣∣ c1−c2×A
=======

∣∣∣∣∣ I −BA B

0 I

∣∣∣∣∣ = |I −BA|. 3.179

(3) 因为∣∣∣∣∣ λI B

A I

∣∣∣∣∣ c1−c2×A
=======

∣∣∣∣∣ λI −BA B

0 I

∣∣∣∣∣ = det(λI −BA);∣∣∣∣∣ λI B

A I

∣∣∣∣∣ r1−B×r2========

∣∣∣∣∣ λI −AB 0

A I

∣∣∣∣∣ = det(λI −AB),

所以 det(λI −AB) = det(λI −BA). 3.180

更⼀般的结论 (延伸话题，可以跳过)

若 A, B 分别是 m× n, n×m 矩阵, 则有下述结论成立:

(1)
∣∣∣∣∣ Im A

B In

∣∣∣∣∣ = |Im −AB| = |In −BA|.

(2) λn |λIm −AB| = λm |λIn −BA|.

证: (1) 因为 (
Im O

−B In

)(
Im A

B In

)
=

(
Im A

O In −BA

)
,(

Im A

B In

)(
Im O

−B In

)
=

(
Im −AB A

O In

)
,

上两式两端取⾏列式, 即得∣∣∣∣∣ Im A

B In

∣∣∣∣∣ = |Im −AB| = |In −BA|.

3.181
(2) 因为

|λIm −AB| =
∣∣∣∣λ(Im − 1

λ
AB)

∣∣∣∣ = λm

∣∣∣∣Im − 1

λ
AB

∣∣∣∣
= λm

∣∣∣∣In − 1

λ
BA

∣∣∣∣ = λm−n |λIn −BA| .

其中
∣∣Im − 1

λAB
∣∣ = ∣∣Im −A( 1λB)

∣∣ = ∣∣In − 1
λBA

∣∣. 故
λn |λIm −AB| = λm |λIn −BA| .

另外, 易知有下列形式成立:
(1) |Im +AB| = |In +BA|.
(2) λn |λIm +AB| = λm |λIn +BA|. 3.182

使用上述结论可以降阶计算某些⾏列式. 例如, 计算 n 阶⾏列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + x1y1 x1y2 · · · x1yn

x2y1 1 + x2y2 · · · x2yn
...

...
...

xny1 xny2 · · · 1 + xnyn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣In +


x1

...

xn

 (y1, · · · , yn)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣I1 + (y1, · · · , yn)


x1

...

xn


∣∣∣∣∣∣∣∣
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= 1 +

n∑
k=1

xkyk.

3.183

又如, 计算 n 阶⾏列式

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a · · · a

a x · · · a
...

...
...

a a · · · x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

解: 这是第⼀章的经典例题. 使用 |Im +AB| = |In +BA| 得到第 5 个解法.

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣(x− a)In +


a · · · a
...

...

a · · · a


∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣(x− a)In +


a
...

a

 (1, · · · , 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x− a)n

∣∣∣∣∣∣∣∣In +
1

x− a


a
...

a

 (1, · · · , 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x− a)n

∣∣∣∣∣∣∣∣I1 +
1

x− a
(1, · · · , 1)


a
...

a


∣∣∣∣∣∣∣∣

= (x− a)n
(
1 +

na

x− a

)
=
[
x+ (n− 1)a

]
(x− a)n−1.

3.184

Exercise 100 (P.152 习题 57). 证明: 若 A 是 m × n 矩阵, r(A) = r, 则存在

m× r 矩阵 B, r × n 矩阵 C, 且 r(B) = r(C) = r, 使得 A = BC.

证: 因为 r(A) = r, 所以存在 m 阶可逆矩阵 P 和 n 阶可逆矩阵 Q 使得

PAQ =

(
Ir 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

)
= U ,

于是 A = P−1UQ−1. 将矩阵 P−1 和 Q−1 分块为 P−1 =
(
Bm×r,Mm×(m−r)

)
,

Q−1 =

(
Cr×n

N(n−r)×n

)
. 因为 B 中的 r 列线性⽆关, C 中的 r ⾏线性⽆关, 又

r ⩽ m, r ⩽ n, 所以 r(B) = r(C) = r, 且

A =
(
Bm×r,Mm×(m−r)

)( Ir 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

)(
Cr×n

N(n−r)×n

)

=
(
Bm×r,0m×(n−r)

)( Cr×n

N(n−r)×n

)
= BC.

3.185

Exercise 101 (P.153 习题 59). 证明: α1, α2, · · · , αr (其中 α1 ̸= 0) 线性相关

的充要条件是存在⼀个 αi (1 < i ⩽ r) 使得 αi 可以由 α1, α2, · · · , αi−1 线性表

⽰, 且表⽰法唯⼀.

证: 充分性显然. 必要性. 考虑下列所有的线性组合

k11α1 = 0,
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k21α1 + k22α2 = 0,

k31α1 + k32α2 + k33α3 = 0,

· · · · · · · · · · · · · · ·

kr1α1 + kr2α2 + · · ·+ krrαr = 0.

因为 α1,α2, · · · ,αr 线性相关, 所以存在⼀组不全为 0 的数使得某⼀个式⼦成⽴.
设 kii 是所有系数中第⼀个不为 0 的数, 因为 α1 ̸= 0, 所以 1 < i ⩽ r. 因为

kii ̸= 0, 所以 αi 可以由 α1,α2, · · · ,αi−1 线性表⽰. 又因为系数还满⾜满⾜ 3.186

k11 = k21 = k22 = · · · = ki,i−1 = 0

即 α1, α2, · · · , αi−1 线性⽆关, 所以表⽰法唯⼀. 3.187

Exercise 102 (P.153 习题 60). 证明: α1,α2, · · · ,αs 线性⽆关的充要条件是

αi ̸=
i−1∑
j=1

kjαj (i = 2, 3, · · · , s).

证: 必要性. ⽤反证法, 若存在某⼀个 i0, 使得

αi0 =

i0−1∑
j=1

kjαj ,

则⼀定有 α1,α2, · · · ,αs 线性相关, ⽭盾.
充分性. ⽤反证法, 假设 α1,α2, · · · ,αs 线性相关, 由习题 59 可知存在⼀个

αi0 (1 < i0 ⩽ r) 使得 αi0 可以由 α1,α2, · · · ,αi0−1 线性表⽰, ⽭盾. 3.188

Exercise 103 (P.153 习题 61). 设向量组 α1,α2, · · · ,αr 线性⽆关, 如果在向量

组的前⾯加⼊⼀个向量 β, 证明: 在向量组 β,α1,α2, · · · ,αr 中⾄多有⼀个向量

αi (1 ⩽ i ⩽ r) 可经其前⾯的 i 个向量 β,α1,α2, · · · ,αi−1 线性表⽰. 并在 R3 中

做⼏何解释.

证: (1) 如果 β,α1,α2, · · · ,αr 线性⽆关, 那么任何 αi(1 ⩽ i ⩽ r) 都不能经其前

⾯的 i 个向量线性表⽰;
(2) 如果 β,α1,α2, · · · ,αr 线性相关, 但 β = 0, 那么任何 αi (1 ⩽ i ⩽ r) 都

不能经其前⾯的 i 个向量线性表⽰;
(3) 如果 β,α1,α2, · · · ,αr 线性相关, 且 β ̸= 0. 从前往后考察, 如果 β,α1,α2, · · · ,αi−1

线性⽆关, ⽽ β,α1,α2, · · · ,αi 线性相关, 此时 αi 可由 β,α1,α2, · · · ,αi−1 线性

表⽰. 下证⾄多有⼀个 αi(1 ⩽ i ⩽ r) 可由其前⾯的 i 个向量线性表⽰. 3.189

⽤反证法. 假设 αi 与 αj (j > i) 均可由前⾯的 i 个与 j 个向量线性表⽰, 即

αi = k0β + k1α1 + · · ·+ ki−1αi−1,

αj = l0β + l1α1 + · · ·+ li−1αi−1 + liαi + · · ·+ lj−1αj−1,

其中 k0 ̸= 0, 否则 αi 可以由前 i− 1 个向量线性表⽰，与其线性⽆关⽭盾. 同理

l0 ̸= 0. 由上⾯的两个式⼦得到:

β = −k1
k0

α1 − · · · − ki−1

k0
αi−1 +

1

k0
αi+0αi+1 + · · ·+ 0αj ,
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β = − l1
l0
α1 − · · · − li−1

l0
αi−1 −

li
l0
αi − · · · − lj−1

l0
αj−1 +

1

l0
αj .

⽐较两式，说明 β 可以⽤两组不同的系数被 α1, α2, · · · , αj 线性表⽰. ⽭盾. 即

⾄多只有⼀个 αi 可由其前⾯的 i 个向量线性表⽰. 3.190

⼏何解释: 设 α1 = (1, 0, 0),α2 = (0, 1, 0),α3 = (0, 0, 1),
当 β = (a, b, 0) 时, β,α1,α2 共⾯, 此时 α1 不能由 β 表⽰, α2 可由 β,α1

表⽰: α2 =
1

b
β − a

b
α1, α3 不能由 β,α1,α2 表⽰.

当 β = (0, b, c) 时, β,α2,α3 共⾯, 此时 α1 不能由 β 表⽰, α2 也不能由

β,α1 表⽰, α3 能由 β,α1,α2 表⽰:α3 =
1

c
β + 0α1 −

b

c
α2.

当 β = (a, 0, c) 时, β,α1,α3 共⾯, 此时 α1 不能由 β 表⽰, α2 也不能由

β,α1 表⽰, α3 能由 β,α1,α2 表⽰:α3 =
1

c
β − a

c
α1 + 0α2.

当 β = (a, b, c) 时, β,α1,α2,α3, 任意三个不共⾯, 此时 α1 不能由 β 表⽰,
α2 也不能由 β,α1 表⽰, α3 能由 β,α1,α2 表⽰:α3 =

1

c
β − a

c
α1 −

b

c
α2. 3.191

Exercise 104 (P.153 习题 62). 证明: 在 n 维向量空间 Rn 中, 若向量 α 可经向

量组 α1, α2, · · · , αs 线性表⽰, 则表⽰法唯⼀的充要条件是向量组 α1, α2, · · · ,
αs 线性⽆关.

证: 充分性. 由教材 116 页定理 3.3, 知表⽰法唯⼀.
必要性. ⽤反证法: 假设 α1,α2, · · · ,αs 线性相关, 即存在不全为 0 的数

k1, k2, · · · , ks 使得

k1α1 + k2α2 + · · ·+ ksαs = 0.

由条件又设

α = λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λsαs,

于是得到

α = α+ 0 = (k1 + λ1)α1 + (k2 + λ2)α2 + · · ·+ (ks + λs)αs.

即向量 α 由 α1,α2, · · · ,αs 线性表⽰的⽅法有两种, ⽭盾. 3.192

Exercise 105 (P.153 习题 63). 设 A 是 n 阶矩阵, r(A) = 1, 证明:

(1) A =


a1

a2
...

an

 (b1, b2, · · · , bn); (2) A2 = kA.

证: 因为 r(A) = 1, 所以 A 中任意两个列向量线性相关, 即任意两列成⽐例. 故

可设

A =
(
b1α, b2α, · · · , bnα

)
=


a1

a2
...

an

 (b1, b2, · · · , bn).

由 (1) 可知: 3.193
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A2 =


a1

a2
...

an

 (b1, b2, · · · , bn)


a1

a2
...

an

 (b1, b2, · · · , bn)

=


a1

a2
...

an



(b1, b2, · · · , bn)


a1

a2
...

an



 (b1, b2, · · · , bn)

= (a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn)A = kA.

其中 k = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn. 3.194

Exercise 106 (P.154 习题 66). 设 m × n 矩阵 A 的 m 个⾏向量是齐次线性⽅

程组 Cx = 0 的⼀个基础解系, 又 B 是⼀个 m 阶可逆矩阵. 证明: BA 的⾏向

量组也是 Cx = 0 的⼀个基础解系.

证: 由题设可得:

CAT = 0=⇒CATBT = 0=⇒C(BA)T = 0,

即 (BA)T 的 m 个列向量都是 Cx = 0 的解, 亦即 BA 的 m 个⾏向量都是

Cx = 0 的解. 又因为矩阵 B 可逆, 所以

r(BA) = r(A) = m = BA 的⾏数 = 基础解系中解向量的个数.

故结论成⽴. 3.195

Exercise 107 (P.154 习题 67). 证明: 若 A 是 n 阶矩阵 (n > 1), 且 |A| = 0, 则

|A| 中任意两⾏ (列) 对应元素的代数余⼦式成⽐例.

证: 即要证伴随矩阵 A∗ 中任意两⾏ (列) 成⽐例.
由 |A| = 0, 即 r(A) < n, 得

r(A∗) = 0 或 1.

若 r(A∗) = 0, 则 A∗ = 0, 结论成⽴.
若 r(A∗) = 1, 则 A∗ 中任意两⾏ (列) 线性相关, 即成⽐例. 结论成⽴. 3.196

Exercise 108 (P.154 习题 69). 若 A 为⼀个 n 阶矩阵, 且 A2 = A, 证明

r(A) + r(A− I) = n.

证: ⼀⽅⾯

r(A) + r(A− I) = r(A) + r(I −A) ⩾ r(A+ I −A) = r(I) = n,

另⼀⽅⾯, 由 A2 = A 得 A(A− I) = 0, 故

r(A) + r(A− I) ⩽ n.

综合可得 r(A) + r(A− I) = n. 3.197
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Exercise 109 (P.154 习题 70). 若 A 为⼀个 n 阶矩阵, 且 A2 = I, 证明

r(A+ I) + r(A− I) = n.

证: ⼀⽅⾯,

r(A+ I) + r(A− I) = r(A+ I) + r(I −A)

⩾ r(A+ I + I −A) = r(2I) = n,

另⼀⽅⾯, 由 A2 = I 得 (A+ I)(A− I) = 0, 从⽽

r(A+ I) + r(A− I) ⩽ n.

综合可得 r(A+ I) + r(A− I) = n. 3.198

Exercise 110 (P.154 习题 71). 设 A, B 皆为 n 阶⽅阵, 证明

r(AB) ⩾ r(A) + r(B)− n.

证: 由习题 15 的结论可知:

r(A) + r(B) = r
(

A 0

0 B

)
⩽ r

(
A 0

I B

)

= r
(

0 −AB

I B

)
= r

(
0 −AB

I 0

)
= r(I) + r(−AB) = n+ r(AB),

于是 r(AB) ⩾ r(A) + r(B)− n. 3.199

Exercise 111 (2014 考研试题 11 分). 设 A =


1 −2 3 −4

0 1 −1 1

1 2 0 −3

, I 为 3 阶

单位矩阵.

(I) 求⽅程组 Ax = 0 的⼀个基础解系;
(II) 求满⾜ AB = I 的所有矩阵 B.

解: (I) 对矩阵 A 施以初等⾏变换

A =


1 −2 3 −4

0 1 −1 1

1 2 0 −3

 初等⾏变换−−−−−−→


1 0 0 1

0 1 0 −2

0 0 1 −3

 ,

则⽅程组 Ax = 0 的⼀个基础解系为 α =


1

−2

−3

−1

. 3.200
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(II) 对矩阵
(
A, I

)
施以初等⾏变换

1 −2 3 −4 1 0 0

0 1 −1 1 0 1 0

1 2 0 −3 0 0 1

 初等⾏变换−−−−−−→


1 0 0 1 2 6 −1

0 1 0 −2 −1 −3 1

0 0 1 −3 −1 −4 1

 .

记 I =
(
e1, e2, e3

)
, 则

Ax = e1 的通解为 x =


2

−1

−1

0

+ k1α, k1 为任意常数;

Ax = e2 的通解为 x =


6

−3

−4

0

+ k2α, k2 为任意常数; 3.201

Ax = e3 的通解为 x =


−1

1

1

0

+ k3α, k3 为任意常数.

于是所求矩阵为

B =


2 6 −1

−1 −3 1

−1 −4 1

0 0 0

+
(
k1α, k1α, k3α

)
,

k1, k2, k3 为任意常数. 3.202

Example 112. 设四元⾮齐次线性⽅程组的系数矩阵的秩为 3, 已知 η1, η2, η3 是

它的三个解向量. 且

η1 =


2

3

4

5

 , η2 + η3 =


1

2

3

4


求该⽅程组的通解.

解: 记该⽅程组为 Ax = b. 由于矩阵 A 的秩为 3, ⽅程组有 4 个未知量,

n− r = 4− 3 = 1,

故其对应的齐次线性⽅程组 Ax = 0 的基础解系含有⼀个向量.
由 η1, η2, η3 均为 Ax = b 的解, 知 η1 − η2, η1 − η3 为对应的齐次⽅程

组 Ax = 0 的解, (η1 − η2) + (η1 − η3) 也是 Ax = 0 的解. 又 Ax = 0 的基础 3.203
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解系含有⼀个向量, 所以可以取

(η1 − η2) + (η1 − η3) = 2η1 − (η2 + η3) =


3

4

5

6


为 Ax = 0 基础解系. 故⽅程组 Ax = b 的通解为:

x = c


3

4

5

6

+


2

3

4

5

 (c ∈ R).

3.204

Example 113. 设有向量组 A : a1 =


α

2

10

 , a2 =


−2

1

5

 , a3 =


−1

1

4

,

及向量 b =


1

β

−1

, 问 α, β 为何值时

(1) 向量 b 不能由向量组 A 线性表⽰;
(2) 向量 b 能有由量组 A 线性表⽰, 且表⽰式惟⼀;
(3) 向量 b 能有由量组 A 线性表⽰, 且表⽰式不惟⼀, 并求⼀般表⽰式.

解: (此题其实是重要题型 “带参量的线性⽅程组” 的另⼀种出现⽅式.)
设 x1a1 + x2a2 + x3a3 = b, 即

αx1 − 2x2 − x3 = 1,

2x1 + x2 + x3 = β,

10x1 + 5x2 + 4x3 = −1.

(26)

3.205

往下讨论⽅程组 (26) 的解即可. 记矩阵 A = (a1,a2,a3), 由

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
α −2 −1

2 1 1

10 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
c1−2c2======

∣∣∣∣∣∣∣∣
α+ 4 −2 −1

0 1 1

0 5 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −(α+ 4),

所以, 当 |A| ̸= 0, 即 α ̸= −4 时, 向量 b 能有由量组 A 线性表⽰, 且表⽰式惟⼀.
当 α = −4 时,

(A, b) =


−4 −2 −1 1

2 1 1 β

10 5 4 −1

 r1 + 2r2−−−−−→
r3 − 5r2


0 0 1 1 + 2β

2 1 1 β

0 0 −1 −1− 5β


r1↔r2−−−−→


2 1 1 β

0 0 1 1 + 2β

0 0 −1 −1− 5β

 (r3+r2)÷(−3)−−−−−−−−−→


2 1 1 β

0 0 1 1 + 2β

0 0 0 β

 ,
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所以, 当 α = −4 且 β ̸= 0 时, ⽅程组 (26) ⽆解, 向量 b 不能由向量组 A 线性表

⽰. 3.206

当 α = −4 且 β = 0 时, ⽅程组 (26) 有解. 由

(A, b)
r−→


2 1 1 β

0 0 1 1 + 2β

0 0 0 β

 =


2 1 1 0

0 0 1 1

0 0 0 0

 r1−r2−−−−→


2 1 0 −1

0 0 1 1

0 0 0 0

 ,

得⽅程组 (26) 的同解⽅程组及通解为
x1 = x1,

x2 = −2x1 − 1,

x3 = 1.

⇒


x1 = c,

x2 = −2c− 1,

x3 = 1.

即, 当 α = −4 且 β = 0 时, 向量 b 能有由量组 A 线性表⽰, 且表⽰式不惟⼀, 其

⼀般表⽰式为

b = ca1 − (2c+ 1)a2 + a3, (c ∈ R).

3.207

Example 114. 设矩阵 A = (a1, a2, a3, a4), 其中 a2, a3, a4 线性⽆关, a1 =

2a2 − a3. 向量 b = a1 + a2 + a3 + a4, 求⽅程 Ax = b 的通解.

解: 方法一. 记⽅程组 Ax = b 为

x1a1 + x2a2 + x3a3 + x4a4 = b.

代⼊ b = a1 + a2 + a3 + a4, a1 = 2a2 − a3, 整理得

(2x1 + x2 − 3)a2 + (−x1 + x3)a3 + (x4 − 1)a4 = 0.

由 a2, a3, a4 线性⽆关, 故只能有
2x1 + x2 − 3 = 0,

−x1 + x3 = 0,

x4 − 1 = 0.

(27)

3.208

⽅程组 (27) 等价于


x2 = −2x1 + 3,

x3 = x1,

x4 = 1.

⇔


x1 = x1,

x2 = −2x1 + 3,

x3 = x1,

x4 = 1.

得⽅程 Ax = b 的通解为

x =


x1

x2

x3

x4

 = c


1

−2

1

0

+


0

3

0

1

 , (c ∈ R).
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方法二. 由题设知 r(A) = 3, n− r = 4− 3 = 1, 则 Ax = 0 的基础解系中只

包含⼀个向量. 由 a1 = 2a2 − a3, 即

1a1 + (−2)a2 + 1a3 + 0a4 = 0,

故可取 Ax = 0 的基础解系为 (1,−2, 1, 0)T. 3.209

再由

b = a1 + a2 + a3 + a4 =
(
a1,a2,a3,a4

)


1

1

1

1

 = A


1

1

1

1

 ,

知 (1, 1, 1, 1)T 是 Ax = b 的⼀个特解. 所以 Ax = b 的通解为

k


1

−2

1

0

+


1

1

1

1

 ,

其中 k 为任意常数. 3.210

方法三. 记矩阵 P =
(
a2,a3,a4

)
. 则

A =
(
a1,a2,a3,a4

)
=
(
a2,a3,a4

)
2 1 0 0

−1 0 1 0

0 0 0 1

 ≜ PB,

b = a1 + a2 + a3 + a4 = 3a2 + a4 =
(
a2,a3,a4

)
3

0

1

 ≜ Pβ.

则⽅程组 Ax = b 为

PBx = Pβ, 即 P
(
Bx− β

)
= 0.

注意 P 是 4× 3 矩阵, 且 r(P ) = 3, 则⽅程组 Py = 0 只有零解, 所以

Bx− β ≡ 0.

3.211

解⽅程组 Bx = β, 即


2 1 0 0

−1 0 1 0

0 0 0 1




x1

x2

x3

x4

 =


3

0

1

 ,
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得通解为 
x1

x2

x3

x4

 = k


1

−2

1

0

+


0

3

0

1

 ,

其中 k 为任意常数. 3.212

Example 115. 设向量组
a

3

1

 ,


2

b

3

 ,


1

2

1

 ,


2

3

1


的秩为 2, 求 a, b.

解: 依次记这 4 个向量为 a1, a2, a3, a4, 并记此向量组为 A. 易见 a3, a4 线性

⽆关 (因这两个向量对应坐标不成比例), ⽽已知向量组 A 的秩为 2, 所以 a3, a4

是向量组 A 的⼀个极⼤⽆关组. 则 a1, a2 可以由向量组 a3, a4 线性表⽰.
设 

a

3

1

 = x


1

2

1

+ y


2

3

1

 ,

得 x = 0, y = 1, 从⽽ a = 2.
⽤同样的⽅法可以计算得 b = 5. 3.213

Example 116. 设 a1, a2, · · · , an 是⼀组 n 维向量, 已知 n 维单位坐标向量 e1,
e2, · · · , en 能由它们线性表⽰, 证明 a1, a2, · · · , an 线性⽆关.

证: 向量组 e1, e2, · · · , en 能由向量组 a1, a2, · · · , an 线性表⽰, 则

r(e1, e2, · · · , en) ⩽ r(a1, a2, · · · , an).

⽽

r(e1, e2, · · · , en) = n, 且 r(a1, a2, · · · , an) ⩽ n,

所以

r(a1, a2, · · · , an) = n.

得 a1, a2, · · · , an 线性⽆关.
另证. 注意 a1, a2, · · · , an 当然是可以由单位坐标向量 e1, e2, · · · , en 线性

表⽰的, 再加上已知条件, 知两向量组等价. 所以

r(a1, a2, · · · , an) = r(e1, e2, · · · , en) = n,

得 a1, a2, · · · , an 线性⽆关. 3.214

Example 117. 设 a1, a2, · · · , an 是⼀组 n 维向量, 证明它们线性⽆关的充分必要

条件是: 任⼀ n 维向量都可由它们线性表⽰.
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证: (充分性) 任⼀ n 维向量都可由 a1, a2, · · · , an 线性表⽰, 则 n 维单位向量

组 e1, e2, · · · , en 能由向量组 a1, a2, · · · , an 线性表⽰. 由上⼀题得 a1, a2, · · · ,
an 线性⽆关.

(必要性) 设 a1, a2, · · · , an 线性⽆关. 任给 n 维向量 b, 则向量组 a1, a2,
· · · , an, b 线性相关 (n+ 1 个 n 维向量必线性相关). 则向量 b 必能由向量组 a1,
a2, · · · , an 线性表⽰ (且表示式是惟⼀的).

必要性的另一个说法: 若 a1, a2, · · · , an 线性⽆关, 注意到这是⼀组 n 维向

量, 则它们是向量空间 Rn 的⼀组基, 所以任⼀ n 维向量都可由它们线性表⽰. 3.215

Example 118. 设向量组 a1, a2, · · · , am 线性相关, 且 a1 ̸= 0, 证明存在某个向量

ak (2 ⩽ k ⩽ m), 使 ak 能由 a1, · · · , ak−1 线性表⽰.

证: 假设不存在这样的 ak. 则 a2 不能由 a1 线性表⽰, 从⽽向量组 a1, a2 线性

⽆关.
a3 不能由 a1, a2 线性表⽰, 又向量组 a1, a2 线性⽆关, 所以向量组 a1, a2,

a3 线性⽆关.
依次类推, 可以得到向量组 a1, a2, · · · , am 线性⽆关. 这与题设⽭盾. 假设

不成⽴. 得证. 3.216

Example 119. 已知向量组 a1, a2, a3 线性⽆关, b1 = a1 + a2, b2 = a2 + a3,
b3 = a3 + a1, 试证向量组 b1, b2, b3 线性⽆关.

证: 方法一. 由已知得

(
b1, b2, b3

)
=
(
a1,a2,a3

)
1 0 1

1 1 0

0 1 1

 ,

记作 B = AK. 设

x1b1 + x2b2 + x3b3 = 0, (28)

即 Bx = 0. 代⼊ B = AK, 得

A
(
Kx

)
= 0. (29)

因 A 的列向量组 a1, a2, a3 线性⽆关, 故要使 (29) 式成⽴, 只能有

Kx = 0. (30)

又 3.217

|K| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1

1 1 0

0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 ̸= 0,

故⽅程组 Kx = 0 只有零解 x = 0. 所以矩阵 B 的列向量 b1, b2, b3 线性⽆关.
方法二. 由已知得

(
b1, b2, b3

)
=
(
a1,a2,a3

)
1 0 1

1 1 0

0 1 1

 ,
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记作 B = AK. 因 |K| = 2 ̸= 0, 知 K 可逆, 由矩阵秩的性质 3 (教材 P.128) 知

r(B) = r(A).

因 A 的列向量组线性⽆关, 知 r(A) = 3, 从⽽ r(B) = 3, 得证矩阵 B 的列向量

b1, b2, b3 线性⽆关. 3.218

Example 120. 设向量组 B: b1, · · · , br 能由向量组 A: a1, · · · , as 线性表⽰为

(b1, · · · , br) = (a1, · · · , as)K,

其中 K 为 s × r 矩阵, 且 A 组线性⽆关. 证明 B 组线性⽆关的充分必要条件是

矩阵 K 的秩 r(K) = r.

证: (必要性) 设 B 组线性⽆关.
记 B = (b1, · · · , br), A = (a1, · · · , as), 则有

B = AK. (31)

由秩的性质知

r(B) = r(AK) ⩽ r(K). (32)

⽽由 B 组线性⽆关知 r(B) = r, 故 r(K) ⩾ r.
又 K 为 r × s 阶矩阵, 则 r(K) ⩽ r.
综上知 r(K) = r. 3.219

(充分性) 若 r(K) = r. 令

x1b1 + x2b2 + · · ·+ xrbr = 0. (33)

下证⽅程 (33) 只有零解. 为⽅便记⽅程 (33) 为

Bx = 0. (34)

代⼊ B = AK 则有

A(Kx) = 0. (35)

由向量组 A: a1, · · · , as 线性⽆关, 所以⽅程 (35) 只有零解:

Kx = 0. (36)

又 r(K) = r = 未知量个数, 所以⽅程 (36) 只有零解:

x = 0.

所以 b1, b2, · · · , br 线性⽆关. 3.220

Example 121. 设 
β1 = α2 +α3 + · · ·+αn−1 +αn,

β2 = α1 +α3 + · · ·+αn−1 +αn,

· · · · · ·
βn = α1 +α2 +α3 + · · ·+αn−1.

证明向量组 α1, α2, · · · , αn 与向量组 β1, β2, · · · , βn 等价.
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证: 由题设知向量组 β1, β2, · · · , βn 可以由向量组 α1, α2, · · · , αn 线性表⽰.
下⾯只需证明向量组 α1, α2, · · · , αn 可由向量组 β1, β2, · · · , βn 线性表⽰.

由题设得

β1 + β2 + · · ·+ βn = (n− 1)(α1 +α2 + · · ·+αn),

所以

(β1 + β2 + · · ·+ βn)/(n− 1) = α1 +α2 + · · ·+αn.

3.221

得 
α1 = (β1 + β2 + · · ·+ βn)/(n− 1)− β1,

α2 = (β1 + β2 + · · ·+ βn)/(n− 1)− β2,

· · · · · ·
αn = (β1 + β2 + · · ·+ βn)/(n− 1)− βn.

得证向量组 α1, α2, · · · , αn 可由向量组 β1, β2, · · · , βn 线性表⽰.
综上, 向量组 α1, α2, · · · , αn 与向量组 β1, β2, · · · , βn 等价.
另一个思路: 先说明系数矩阵的⾏列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 · · · 1

1 0 · · · 1
...

...
. . .

...

1 1 · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0,

再得两向量组等价. 3.222

Example 122. 已知 3 阶矩阵 A 与 3 维列向量 x 满⾜ A3x = 3Ax−A2x, 且向

量组 x, Ax, A2x 线性⽆关,
(1) 记 P = (x, Ax, A2x), 求 3 阶矩阵 B, 使 AP = PB; (2) 求 |A|.

解: (1) 由 P = (x, Ax, A2x), 有

AP = A(x, Ax, A2x)

= (Ax, A2x, A3x)

= (x, Ax, A2x)


0 0 0

1 0 3

0 1 −1

 (由 A3x = 3Ax−A2x)

= P


0 0 0

1 0 3

0 1 −1

 .

注意到矩阵 P 是 3 阶⽅阵, 又向量组 x, Ax, A2x 线性⽆关, 所以矩阵 P 可逆.
由 AP = PB, 得 3.223

B = P−1AP = P−1P


0 0 0

1 0 3

0 1 −1

 =


0 0 0

1 0 3

0 1 −1

 .
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(2) 由 A = PBP−1, 两边取⾏列式得,

|A| = |B| = 0.
3.224

Example 123. 设 b1 = a1, b2 = a1 + a2, · · · , br = a1 + a2 + · · ·+ ar, 且向量组

a1, a2, · · · , ar 线性⽆关, 证明向量组 b1, b2, · · · , br 线性⽆关.

证: 设

k1b1 + k2b2 + · · ·+ krbr = 0, (37)

即

(k1+ · · ·+kr)a1+(k2+ · · ·+kr)a2+ · · ·+(ki+ · · ·+kr)ai+ · · ·+krar = 0. (38)

因向量组 a1, a2, · · · , ar 线性⽆关, 故只能有
k1 + k2 + · · ·+ kr = 0,

k2 + · · ·+ kr = 0,

· · · · · · · · ·
kr = 0.

(39)

通过回代可直接解得 k1 = k2 = · · · = kr = 0. 所以 b1, b2, · · · , br 线性⽆关. 3.225

证二. 因为

(b1, b2, · · · , br) = (a1, a2, · · · , ar)


1 1 · · · 1

0 1 · · · 1
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

 ,

⽽矩阵


1 1 · · · 1

0 1 · · · 1
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1

 可逆, 所以

r(b1, b2, · · · , br) = r(a1, a2, · · · , ar) = r.

得证 b1, b2, · · · , br 线性⽆关. 3.226

证三. 由题设知向量组 b1, b2, · · · , br 可由向量组 a1, a2, · · · , ar 线性表⽰;
又 a1 = b1, a2 = b2 − b1, · · · , ar = br − br−1, 知向量组 a1, a2, · · · , ar 可

由向量组 b1, b2, · · · , br 线性表⽰.
故向量组 a1, a2, · · · , ar 与向量组 b1, b2, · · · , br 等价. 又 a1, a2, · · · , ar

线性⽆关, 知

r(b1, b2, · · · , br) = r(a1, a2, · · · , ar) = r.

得证 b1, b2, · · · , br 线性⽆关. 3.227

证四. 记矩阵 B = (b1, b2, · · · , br), 则

B = (b1, b2, · · · , br) = (a1, a1 + a2, · · · , a1 + a2 + · · ·+ ar)
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cj−cj−1−−−−−−→
j=r,··· ,2,1

(a1, a2, · · · , ar),

从⽽,
r(b1, b2, · · · , br) = r(a1, a2, · · · , ar) = r,

知 b1, b2, · · · , br 线性⽆关. 3.228

7 总结与复习

7.1 本章要点

(一) 向量的线性表示.
有关向量的线性表⽰, 下⾯的说法是等价的:

向量 b 能由向量组 a1, a2, · · · , am 线性表⽰.
⇐⇒ 线性⽅程组 x1a1 + x2a2 + · · ·+ xmam = b 有解.
⇐⇒ r(a1,a2, · · · ,am) = r(a1,a2, · · · ,am, b).

� 上述结论的朴素理解: r(a1,a2, · · · ,am) = r(a1,a2, · · · ,am, b), 意味着往向
量组 a1, a2, · · · , am 中添加向量 b, 并没有使得向量组的秩增加, 其根本原因在
于向量 b 能由 a1, a2, · · · , am 线性表示.

其几何本质是: 设向量组 a1, a2, · · · , am 的秩为 r, 则它们构成 Rn 中的⼀

个 r 维⼦空间. 向量 b 属于这个 r 维⼦空间, 等价于 b 能由向量组 a1, a2, · · · ,
am 线性表⽰. 3.229

进⽽, r (a1,a2, · · · ,am) = r(a1,a2, · · · ,am, b1, b2, · · · , bs), 也可理解为往向

量组 a1, a2, · · · , am 中添加向量 b1, b2, · · · , bs, 并没有使得向量组的秩增加. 所

以, 向量组 B: b1, b2, · · · , bs 能由向量组 A: a1, a2, · · · , am 线性表⽰的充分必

要条件是

r (a1,a2, · · · ,am) = r(a1,a2, · · · ,am, b1, b2, · · · , bs).

当然, 其几何本质仍然是: 向量组 B 处在向量组 A 所张成的 r 维⼦空间内,
这⾥ r = r (a1,a2, · · · ,am). 3.230

(二) 线性相关与线性无关.
对于线性相关, 下⾯的说法是等价的:

向量组 A: a1, a2, · · · , am (m ⩾ 2) 线性相关.
⇐⇒ 向量组 A 中⾄少存在⼀个向量是其余 m− 1 个向量的线性组合.
⇐⇒ 线性⽅程组 x1a1 + x2a2 + · · ·+ xmam = 0 有⾮零解.
⇐⇒ a1, a2, · · · , am 的秩⼩于向量的个数 m, 即 r(a1,a2, · · · ,am) < m.

对于线性无关, 下⾯的说法是等价的:

向量组 A: a1, a2, · · · , am (m ⩾ 2) 线性⽆关.
⇐⇒ 线性⽅程组 x1a1 + x2a2 + · · ·+ xmam = 0 只有零解.
⇐⇒ r(a1,a2, · · · ,am) = m.

3.231
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� 从上述说法要得到的理解是:
(1) 注意向量组、⽅程组、矩阵问题的相互转换;
(2) 得到⼀个朴素的认识: r(a1,a2, · · · ,am) < m 的根本原因在于, 向量组

a1, a2, · · · , am 中有多余的向量, 或说存在某向量可以被其他的向量线性表示, 当
然整个向量组是线性相关的.

(3) 其几何本质是: 向量组线性相关, 说明其中⾄少有⼀个向量, 处在余下向

量所张成的⼦空间内. 3.232

(三) 矩阵的秩
矩阵的秩, 是其行向量 (或者列向量) 所张成的子空间的维数.

1. 初等变换不改变矩阵的秩. 或者⽤下⾯的两种⽅式表述:

(i) 若 A ∼= B, 则 r(A) = r(B). (但 r(A) = r(B) 不能得 A ∼= B, 除非两
者是同型矩阵.)

(ii) 若 P , Q 可逆, 则 r(PAQ) = r(A).

2. 矩阵和、差、积的秩.

(i) r(A)− r(B) ⩽ r(A±B) ⩽ r(A) + r(B).

(ii) r(A) + r(B) − n ⩽ r(AB) ⩽ min
{

r(A), r(B)
}

. 其中 A, B 分别

为 s× n 和 n×m 矩阵. 3.233

(四) 非齐次线性方程组 Ax = b 解的判别

这⾥ A 为 m × n 矩阵, 即未知量的个数是 n, ⽅程的个数是 m. Ax = b 解

的情形只有 3 种: ⽆解, 有唯⼀解, 有⽆穷多解. 即
⽆解

有解

{
有唯⼀解;
⽆穷多解.

r(A, b) = r(A) 是否成⽴, 是判断有解、⽆解的依据; r(A, b) = r(A) = n 是否成

⽴, 是判断有唯⼀解、有⽆穷多解的依据. 即

Ax = b


⽆解⇐⇒ r(A, b) ̸= r(A)

有解⇐⇒ r(A, b) = r(A)

{
有唯⼀解⇐⇒ r(A, b) = r(A) = n;

⽆穷多解⇐⇒ r(A, b) = r(A) < n.
3.234

a. 用高斯消元法解释
记 B = (A, b). 注意到 B ⽐ A 只多 1 列, 故要么 r(B) = r(A) + 1, 要么

r(B) = r(A).
若 r(B) = r(A) + 1, 则说明⾼斯消元法完成后, B 的⾮零⾏⽐ A 的⾮零⾏

多 1 ⾏, 多出来的那⼀⾏是⽭盾⽅程 0 = 1, 导致⽅程组⽆解.
r(B) = r(A) < n 时, 说明⾼斯消元法最后余下的⽅程的个数少于未知量的

个数 n, 故有⾃由未知量出现, 则⽅程组有⽆穷多解, 并且⾃由未知量的个数为

n− r(A). 故 3.235
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(1) 若 r(B) = r(A) + 1, 则说明出现了⽭盾⽅程, 导致⽅程组⽆解.
(2) 若 r(B) = r(A), 则没有⽭盾⽅程, ⽅程组有解.

(i) 当 r(B) = r(A) < n 时, 说明出现了⾃由未知量, 导致⽅程组有

⽆穷多解;

(ii) ⽽ r(B) = r(A) = n 时, 则没有出现⾃由未知量, 所以⽅程组有

唯⼀解.

� 是否出现矛盾方程是⽅程组有解与否的关键; 是否出现自由未知量又是区分

有⽆穷多解和有唯⼀解的关键. 3.236

b. 从向量的角度去解释
记 A =

(
a1,a2, · · · ,am

)
.

Ax = b 有解

⇐⇒ 向量 b 能由向量组 a1, · · · , am 线性表⽰.
⇐⇒ r(a1, · · · ,am, b) = r(a1, · · · ,am).
⇐⇒ r(A, b) = r(A).

3.237

c. 从几何的角度去解释
记 A =

(
a1,a2, · · · ,am

)
.

Ax = b 有解

⇐⇒ 向量 b 属于向量组 a1, · · · , am 所张成的⼦空间.
⇐⇒ 向量组 a1, · · · , am 所张成的⼦空间, 与向量组 a1, · · · , am, b 所张

成的⼦空间, 是同⼀个⼦空间.
⇐⇒ r(A, b) = r(A).

3.238

(五) 齐次线性方程组 Ax = 0 解的判别

这⾥ A 为 m× n 矩阵, 即未知量的个数是 n, ⽅程的个数是 m.
齐次⽅程组 Ax = 0 是天然有解的, 它⾄少有⼀个解: 零解. 所以对齐次⽅程

组 Ax = 0, 我们关⼼的不在于它有没有解, ⽽在于它是否有⾮零解.
下⾯的结论要⾮常的清楚:

n 元齐次⽅程组 Ax = 0 只有零解的充要条件是 r(A) = n.
n 元齐次⽅程组 Ax = 0 有⾮零解的充要条件是 r(A) < n.

齐次方程解的几何看法

由 Ax = 0 知向量 x 与矩阵 A 的⾏向量都是垂直的; 注意到解集构成⼀

个 n− r(A) 维⼦空间 V0, ⽽矩阵 A 的⾏向量构成⼀个 r(A) 维⼦空间 V ,
故这两个空间是相互垂直的. ⼏何上看, 求解 Ax = 0, 就是要寻找与 V 垂

直的那个空间 V0.
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3.239

(六) “n− r” 的含义.
定理 3.14 是说: 对 n 元齐次线性⽅程组 Ax = 0, 设 r(A) = r, 则⽅程组

Ax = 0 的基础解系包含 n− r 个向量.
r 是 A 的秩, 也是 A 的⾏阶梯型矩阵中⾮零⾏的⾏数, 是非自由未知量的个

数. (非自由未知量⼀般取自非零⾏的第⼀个非零元所对应的未知量, ⼀个非零⾏
只能确定⼀个非自由未知量.)

n 是未知量的总数, 所以 n − r 是自由未知量的个数. 有多少个⾃由未知量,
基础解系⾥就对应有多少个向量. 3.240

(七) 研究极大无关组的意义.
极⼤⽆关组和原向量组是等价的, 是原向量组的简约, 更是原向量组的 “全权

代表”.
极⼤⽆关组从理论上弄清了: ⽤消元法解线性⽅程组时, 为什么最后剩余的

⽅程数量是稳定的. 事实上那些剩下的⽅程就是原⽅程组的 “极⼤⽆关组”, 和原

⽅程组是等价的, 是同解的.
线性相关、线性表⽰的概念也可以解释⽤消元法解线性⽅程组的相关问题:

⽅程组是 “线性相关” 的, 说明有多余的⽅程; 能被其他的⽅程 “线性表⽰” 的⽅

程就是多余的. (“多余” 是相对的, ⽅程的去、留不是绝对的, 因极⼤⽆关组⼀般
不唯⼀.)

极⼤⽆关组也使线性⽅程组在解的表⽰上, 得到了简洁、完备的表达.
从⼏何本质上看, 极⼤⽆关组还充当了坐标系的功能. 极大无关组所包含向

量的个数 = 原向量组所张成子空间的维数. 3.241

(八) 矩阵等价与向量组等价的区别与联系.
设有两个 n 维向量组 A: a1, a2, · · · , am, 和 B: b1, b2, · · · , bm. 矩阵

A =
(
a1,a2, · · · ,am

)
, 矩阵 B =

(
b1, b2, · · · , bm

)
. 则

(1) 向量组等价, 可得矩阵等价; (注意这里所设的两向量组中向量的个数相
同, 否则两矩阵的列数不同, 会导致矩阵不是同型矩阵, 就不能得到矩阵等价.)

(2) 矩阵等价, 不能得到向量组等价. 3.242

例如, 设 A =
(
a1,a2

)
=


1 0

0 1

0 0

0 0

, B =
(
b1, b2

)
=


0 0

0 0

1 0

0 1

, 由 r(A) =

r(B) = 2, 知 A ∼= B. 但向量组 a1, a2 与向量组 b1, b2 不是等价的.
� 两向量组等价的充要条件是

r(A) = r(B) = r(A,B),

⽽不是 r(A) = r(B). 其中 A 和 B 是由向量组 A 和 B 所构成的矩阵. 3.243
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(九) 新添矩阵可逆的等价说法
n 阶矩阵 A 可逆, 新添下列等价说法:
(1) A 是满秩矩阵; 或 r(A) = n. (不可逆矩阵又称为降秩矩阵.)
(2) A 的标准形是 I; 或 A ∼= I.
(3) A 可以表达为若⼲个初等矩阵的乘积.
(4) 齐次线性⽅程组 Ax = 0 只有零解.
(5) ⾮齐次线性⽅程组 Ax = b 有唯⼀解.
注意, 第⼀章的克拉默法则只告诉了我们矩阵 A 可逆是⽅程组 Ax = b 有唯

⼀解的充分条件. 3.244

(十) 要避免的错误
求矩阵秩时, ⾏变换和列变换可以随意进⾏, ⾏变、列变、两者交叉进⾏, 都

可以 (因为 “初等变换不改变矩阵的秩”).
⽽解⽅程和求逆矩阵时只能进⾏⼀种变换:
(1) 对增⼴矩阵 B = (A, b) 进⾏初等变换求解⽅程时, 只有⾏变换, 不能有

列变换; (因该过程本质上是消元法, 当然只能⽅程与⽅程之间进⾏运算, 在对应
的增⼴矩阵中就体现为初等⾏变换.)

(2) ⽤矩阵初等变换 (A, I) ∼= (I,A−1) 求逆矩阵时, 只有⾏变换, 不能有列变

换. 其他的情形类似. 3.245

7.2 题型举例

7.2.1 向量组的线性相关性

Example 124. 向量组 α1, α2, · · · , αs 线性⽆关的 .充 .分 .条 .件是 【 】

(A) α1, α2, · · · , αs 均不为零向量.
(B) α1, α2, · · · , αs 中任意两个向量的分量不成⽐例.
(C) α1, α2, · · · , αs 中任意⼀个向量均不能由其余 s− 1 个向量线性表⽰.
(D) α1, α2, · · · , αs 中有⼀部分向量线性⽆关.

解: 选 (C).
“向量组 α1, α2, · · · , αs 线性相关的充要条件是向量组中⾄少存在⼀个向量

能由其余 s− 1 个向量线性表⽰”, 这句话的等价叙述是, “向量组 α1, α2, · · · , αs

线性⽆关的充要条件是向量组中任意⼀个向量均不能由其余 s − 1 个向量线性表

⽰”.
(B) 只能说明向量两两线性⽆关, 得不到整个向量组线性⽆关. (A), (B), (D)

都只是必要条件. 3.246

Example 125. 设 α1, α2, · · · , αm 均为 n 维列向量, 下列结论正确的是 【 】

(A) 若 k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm = 0, 则 α1, α2, · · · , αm 线性相关.
(B) 若对任意⼀组不全为零的数 k1, k2, · · · , km, 都有 k1α1+k2α2+ · · ·+kmαm ̸=
0, 则 α1, α2, · · · , αm 线性⽆关.
(C) 若 α1, α2, · · · , αm 线性相关, 则对任意⼀组不全为零的数 k1, k2, · · · , km, 都

有 k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm = 0.
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(D) 若 0α1 + 0α2 + · · ·+ 0αm = 0, 则 α1, α2, · · · , αm 线性⽆关.

解: 选 (B). 3.247

Example 126 (1994 数⼀). 已知向量组 α1, α2, α3, α4 线性⽆关, 则向量组【 】

(A) α1 +α2,α2 +α3,α3 +α4,α4 +α1 线性⽆关.
(B) α1 −α2,α2 −α3,α3 −α4,α4 −α1 线性⽆关.
(C) α1 +α2,α2 +α3,α3 +α4,α4 −α1 线性⽆关.
(D) α1 +α2,α2 +α3,α3 −α4,α4 −α1 线性⽆关.

解: (A) 错: (α1 +α2)− (α2 +α3) + (α3 +α4)− (α4 +α1) = 0;
(B) 错: (α1 −α2) + (α2 −α3) + (α3 −α4) + (α4 −α1) = 0;
(D) 错: (α1 +α2)− (α2 +α3) + (α3 −α4) + (α4 −α1) = 0;
选 (C): 因为

(α1 +α2,α2 +α3,α3 +α4,α4 −α1) = (α1,α2,α3,α4)


1 0 0 −1

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

 ,

且右侧矩阵可逆. 3.248

Example 127 (1994 数四). 设 A, B 都是 n 阶⾮零矩阵, 且 AB = 0, 则 A 和 B

的秩 【 】

(A) 必有⼀个等于零. (B) 都⼩于 n.
(C) ⼀个⼩于 n, ⼀个等于 n. (D) 都等于 n.

解: 因 A, B 都是⾮零矩阵, 故 r(A) ⩾ 1, r(B) ⩾ 1. 故 (A) 错.
若其中⼀个秩为 n, 即该矩阵可逆, 则另⼀个矩阵只能是零矩阵. 这与 “A, B

都是⾮零矩阵” ⽭盾. 故 (C), (D) 错.
由题设知⽅程 Ax = 0 有⾮零解, 所以 r(A) < n. 同理, 由 BTx = 0 有⾮零

解, 知 r(B) < n. 选 (B).
另解: 由教材 P.137 例 3: 若 Am×nBn×s = 0, 则 r(A) + r(B) ⩽ n. 又 r(A) ⩾ 1,
r(B) ⩾ 1, 故 r(A), r(B) 都⼩于 n. 3.249

Example 128. 设 A, B 为满⾜ AB = 0 的任意两个⾮零矩阵, 则必有 【 】

(A) A 的列向量组线性相关, B 的⾏向量组线性相关.
(B) A 的列向量组线性相关, B 的列向量组线性相关.
(C) A 的⾏向量组线性相关, B 的⾏向量组线性相关.
(D) A 的⾏向量组线性相关, B 的列向量组线性相关.

解: 存在⾮零矩阵 B 满⾜ AB = 0, 说明⽅程组

Ax = 0

有⾮零解, 从⽽ A 的列向量线性相关.
另⼀⽅⾯, AB = 0 即 BTAT = 0, 又 A ̸= 0, 即⽅程组

BTx = 0
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有⾮零解. 从⽽ BT 的列向量线性相关, 即 B 的⾏向量线性相关. 故选 (A). 3.250

⽅法⼆. 设矩阵 A 的 .列 .数 (也是 B 的 .⾏ .数) 为 n. 因 AB = 0, 所以

r(A) + r(B) ⩽ n.

又 A ̸= 0, B ̸= 0, 知 r(A) ⩾ 1, r(B) ⩾ 1. 所以

r(A) ⩽ n− 1, r(B) ⩽ n− 1,

可见 A ⾏秩不⾜ n, B 列秩不⾜ n. 故选 (A).
直观的理解是, 注意到矩阵 AB 的列是矩阵 A 的列的线性组合, 矩阵 AB

的⾏是矩阵 B 的⾏的线性组合, 由题设知 A 的列向量组线性相关, B 的⾏向量

组线性相关. 3.251

⽅法三. 设 A = (α1,α2, · · · ,αm), 则在⾮零矩阵 B 中⾄少存在⼀个⾮零的

列向量 (b1i, b2i, · · · , bmi)
T 使得

b1iα1 + b2iα2 + · · ·+ bmiαm = 0.

所以 A 的列向量组线性相关. 类似可判断 B 的⾏向量组线性相关. 3.252

Example 129 (2002 数三). 设 A 是 m×n 矩阵, B 是 n×m 矩阵, 则线性⽅程组

ABx = 0 【 】

(A) 当 n > m 时仅有零解. (B) 当 n > m 时必有⾮零解.
(C) 当 n < m 时仅有零解. (D) 当 n < m 时必有⾮零解.

解: 注意到 AB 是 m × m 矩阵, 即 ABx = 0 是 m 元⽅程组. 当 n < m 时,
r(A) ⩽ n, r(B) ⩽ n. 所以

r (AB) ⩽ min{r(A), r(B)} ⩽ n < m,

系数矩阵 AB 的秩⼩于未知量的个数, 导致⽅程组 ABx = 0 有⾮零解. 选

(D).
� 见教材 P.148 习题 17. 3.253

Example 130 (2000 数⼀, P.378 题 8). 设 n 维列向量组 α1, α2, · · · , αm (m < n)
线性⽆关, 则 n 维列向量组 β1,β2, · · · ,βm 线性⽆关的充要条件为 【 】

(A) 向量组 α1, α2, · · · , αm 可由向量组 β1,β2, · · · ,βm 线性表⽰.
(B) 向量组 β1,β2, · · · ,βm 可由向量组 α1, α2, · · · , αm 线性表⽰.
(C) 向量组 α1, α2, · · · , αm 与向量组 β1,β2, · · · ,βm 等价.
(D) 矩阵 A = (α1,α2, · · · ,αm) 与矩阵 B = (β1,β2, · · · ,βm) 等价.

解: 选 (D). 已知 r(A) = m, 则

β1,β2, · · · ,βm 线性⽆关,
⇐⇒ r(B) = m,
⇐⇒ r(A) = r(B),
⇐⇒A ∼= B (注意到 A, B 是同型矩阵). 3.254

� 强调: A ∼= B 则 r(A) = r(B), 但反之不⼀定成⽴, 除⾮ A, B 是同型

矩阵. 因为不同型的矩阵也可能秩相等, 但不同型的矩阵是不可能等价的. (比

74



较教材 P.148 题 24: 设 A, B 都是 m × n 矩阵, 证明 A ∼= B 的充要条件是

r(A) = r(B).)�
要特别注意选项 (C) 是错误的.

反例: 设 (α1,α2) =


1 0

0 1

0 0

0 0

, ⽽ (β1,β2) =


0 0

0 0

1 0

0 1

. 这⾥ β1, β2 线性⽆

关, 但是得不到 “向量组 α1, α2 与向量组 β1, β2 等价”.
注意向量组等价与矩阵等价的差别: 矩阵等价不能推出它们的⾏向量组 (或

列向量组) 是等价的. 3.255

Example 131 (P.377 题 6). 设向量组 α1 = (1, 1, 1, 3)T, α2 = (−1,−3, 5, 1)T,
α3 = (3, 2,−1, p+ 2)T, α4 = (−2,−6, 10, p)T.

(1) 问 p 为何值时, 该向量组线性⽆关? 此时⽤ α1, α2, α3, α4 表⽰向量 α =

(4, 1, 6, 10)T.
(2) p 为何值时, 该向量组线性相关? 此时求它的秩和⼀个极⼤线性⽆关组.

3.256

解: 对矩阵 (α1,α2,α3,α4,α) 进⾏初等⾏变换:
1 −1 3 −2 4

1 −3 2 −6 1

1 5 −1 10 6

3 1 p+ 2 p 10


r2 − r1−−−−−→r3 − r1

r4 − 3r1


1 −1 3 −2 4

0 −2 −1 −4 −3

0 6 −4 12 2

0 4 p− 7 p+ 6 −2



(r3+3r2)/(−7)

−−−−−→r4 + 2r2

r2 × (−1)


1 −1 3 −2 4

0 2 1 4 3

0 0 1 0 1

0 0 p− 9 p− 2 −8


r1 − 3r3−−−−−→(r2−r3)/2

r4−(p−9)r3


1 −1 0 −2 1

0 1 0 2 1

0 0 1 0 1

0 0 0 p− 2 1− p



r1+r2−−−−→


1 0 0 0 2

0 1 0 2 1

0 0 1 0 1

0 0 0 p− 2 1− p

 (40)

(1) 当 p ̸= 2 时, 向量组 α1,α2,α3,α4 线性⽆关. 且 3.257

(40) r4÷(p−2)−−−−−−→


1 0 0 0 2

0 1 0 2 1

0 0 1 0 1

0 0 0 1 1−p
p−2


r2−2r4−−−−→


1 0 0 0 2

0 1 0 0 3p−4
p−2

0 0 1 0 1

0 0 0 1 1−p
p−2

 .

得

α = 2α1 +
3p− 4

p− 2
α2 +α3 +

1− p

p− 2
α4.

(2) 当 p = 2 时, 向量组 α1,α2,α3,α4 线性相关.
其⼀个极⼤线性⽆关组为 α1,α2,α3, 或者为 α1,α3,α4.
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� 当 p = 2 时, α4 = 2α2. 3.258

注意, 这个题⽬其实是重要题型 “带参量的线性⽅程组” 的另⼀个提法: 设

x1α1 + x2α2 + x3α3 + x4α4 = α,

相当于讨论下⾯⽅程组的解:
x1 − x2 + 3x3 − 2x4 = 4,

x1 − 3x2 + 2x3 − 6x4 = 1,

x1 + 5x2 − x3 + 10 + x4 = 6,

3x1 + x2 + (p+ 2)x3 + px4 = 10.

3.259

Example 132. 设向量组 α1,α2, · · · ,αt 是齐次线性⽅程组 Ax = 0 的⼀个基础

解系, 向量 β 不是⽅程组 Ax = 0 的解, 即 Aβ ̸= 0. 证明: 向量组 β, β + α1,
β +α2, · · · , β +αt 线性⽆关.

证: ⽅法⼀. 令

k0β + k1 (β +α1) + k2 (β +α2) + · · ·+ kt (β +αt) = 0. (41)

即

(k0 + k1 + · · ·+ kt)β + k1α1 + · · ·+ ktαt = 0. (42)

在 (42) 式两边左乘矩阵 A, 注意到 Aαi = 0, i = 1, 2, · · · , t, 得

(k0 + k1 + · · ·+ kt)Aβ = 0.

因 Aβ ̸= 0, 所以只能是

k0 + k1 + · · ·+ kt = 0, (43)

代⼊ (42) 式, 得

k1α1 + · · ·+ ktαt = 0.

又 α1,α2, · · · ,αt 为基础解系, 是线性⽆关的, 所以只能 3.260

k1 = k2 = · · · = kt = 0,

代⼊ (43) 式, 得 k0 = 0. 即要使 (41) 式成⽴只能是

k0 = k1 = k2 = · · · = kt = 0,

得证向量组 β,β +α1,β +α2, · · · ,β +αt 线性⽆关. 3.261

⽅法⼆. 由题设可知 β,α1,α2, · · · ,αt 线性⽆关.
事实上, 假若 β,α1,α2, · · · ,αt 线性相关, ⽽已知 α1,α2, · · · ,αt 线性⽆关,

则 β 可以由基础解系 α1,α2, · · · ,αt 线性表⽰, 从⽽ β 是⽅程组 Ax = 0 的解,
这与题设⽭盾. 又

(β,β +α1,β +α2, · · · ,β +αt) = (β,α1,α2, · · · ,αt)


1 1 · · · 1

0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1


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≜ BK,

⽽ K 可逆, 故 β,β +α1,β +α2, · · · ,β +αt 线性⽆关. 3.262

⽅法三. 先说明 β,α1,α2, · · · ,αt 线性⽆关 (如前述). 又(
β,β +α1,β +α2, · · · ,β +αt

) cj−c1−−−−−−−→
j=2,··· ,t+1

(
β,α1,α2, · · · ,αt

)
,

所以

r
(
β,β +α1,β +α2, · · · ,β +αt

)
= r
(
β,α1,α2, · · · ,αt

)
= t+ 1,

得证 β,β +α1,β +α2, · · · ,β +αt 线性⽆关. 3.263

7.2.2 线性方程组的解

Example 133. 已知⽅程组


1 2 1

2 3 a+ 2

1 a −2



x1

x2

x3

 =


1

3

0

 ⽆解, 则 a = .

解: ⽅程组⽆解的充要条件是 r(A) ̸= r(A, b). 由
1 2 1 1

2 3 a+ 2 3

1 a −2 0

 r2 − 2r1−−−−−→
r3 − r1


1 2 1 1

0 −1 a 1

0 a− 2 −3 −1


r3+(a−2)r2−−−−−−−→


1 2 1 1

0 −1 a 1

0 0 (a− 3)(a+ 1) a− 3

 ,

若 a = −1, 则 3.264

(A, b) ∼=


1 2 1 1

0 −1 −1 1

0 0 0 −4

 ,

此时 r(A) = 2, r(A, b) = 3, ⽅程组⽆解. 故答案为: a = −1.
⽽ a = 3 时, r(A) = r(A, b) = 2, ⽅程组有⽆穷多解. 3.265

Example 134. 设线性⽅程组
x1 + λx2 + µx3 + x4 = 0,

2x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0,

3x1 + (2 + λ)x2 + (4 + µ)x3 + 4x4 = 1.

已知 (1,−1, 1,−1)T 是该⽅程组的⼀个解. 试求⽅程组的全部解.

解: 将 (1,−1, 1,−1)T 带⼊⽅程组, 得 λ = µ. 即⽅程组为
x1 + λx2 + λx3 + x4 = 0,

2x1 + x2 + x3 + 2x4 = 0,

3x1 + (2 + λ)x2 + (4 + λ)x3 + 4x4 = 1.
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3.266

记⽅程组的系数矩阵为 A, 对增⼴矩阵 B 作初等⾏变换, 有

B =


1 λ λ 1 0

2 1 1 2 0

3 2 + λ 4 + λ 4 1

r3 − r1 − r2−−−−−→
r1 ↔ r2


2 1 1 2 0

1 λ λ 1 0

0 1 3 1 1


r2 − 1

2
r1−−−−−→

r1 ÷ 2


1 1

2
1
2 1 0

0 λ− 1
2 λ− 1

2 0 0

0 1 3 1 1

 r2↔r3−−−−→


1 1

2
1
2 1 0

0 1 3 1 1

0 λ− 1
2 λ− 1

2 0 0

 . (44)

(I) 当 λ = 1
2 时,

B ∼=


1 1

2
1
2 1 0

0 1 3 1 1

0 0 0 0 0

 r1− 1
2
r2−−−−−→


1 0 −1 1

2 −1
2

0 1 3 1 1

0 0 0 0 0

 , (45)

此时 r(A) = r(B) = 2 < n = 4, ⽅程组有⽆穷多解. 得同解⽅程组为 3.267
x1 = x3 − 1

2x4 −
1
2 ,

x2 = −3x3 − x4 + 1,

x3 = x3,

x4 = x4,

故其通解为 
x1

x2

x3

x4

 = k1


1

−3

1

0

+ k2


−1

2

−1

0

1

+


−1

2

1

0

0

 .

其中 k1, k2 为任意常数. 3.268

(II) 当 λ ̸= 1
2 时,

(44)
r3÷(λ−1

2
)

−−−−−−→


1 1

2
1
2 1 0

0 1 3 1 1

0 1 1 0 0

r1 − 1
2
r3−−−−−→

r2 − r3


1 0 0 1 0

0 0 2 1 1

0 1 1 0 0


r1 − r2−−−−−→
r2 ↔ r3


1 0 −2 0 −1

0 1 1 0 0

0 0 2 1 1

 ,

此时 r(A) = r(B) = 3 < n = 4, ⽅程组有⽆穷多解. 得同解⽅程组及其通解为
x1 = 2x3 − 1,

x2 = −x3,

x3 = x3,

x4 = −2x3 + 1.

=⇒


x1

x2

x3

x4

 = k


2

−1

1

−2

+


−1

0

0

1

 .

其中 k 为任意常数. 3.269
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Example 135. 设 A =


1 2 −2

4 t 3

3 −1 1

, B 为 3 阶⾮零矩阵, 且 AB = 0,

则 t = .

解: 即⾔线性⽅程组 Ax = 0 有⾮零解, 则 |A| = 0. 又

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −2

4 t 3

3 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
c2+c3=====

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −2

4 t+ 3 3

3 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 7(t+ 3),

故 t = −3. 3.270

Example 136. 设 A 是 m × n 矩阵, Ax = 0 是⾮齐次线性⽅程组 Ax = b 所对

应的齐次线性⽅程组, 则下列结论正确的是 【 】

(A) 若 Ax = 0 仅有零解, 则 Ax = b 有唯⼀解.
(B) 若 Ax = 0 有⾮零解, 则 Ax = b 有⽆穷多个解.
(C) 若 Ax = b 有⽆穷多个解, 则 Ax = 0 仅有零解.
(D) 若 Ax = b 有⽆穷多个解, 则 Ax = 0 有⾮零解.

解: 若 A 是 m× n 矩阵, 则下列基本结论要⾮常清楚:

• Ax = 0 仅有零解 ⇐⇒ r(A) = n.
• Ax = 0 有⾮零解 ⇐⇒ r(A) < n.
• Ax = b 有唯⼀解 ⇐⇒ r(A) = r(A, b) = n.
• Ax = b 有⽆穷多个解 ⇐⇒ r(A) = r(A, b) < n.

选项 (A) 错, 除⾮系数矩阵 A 是⽅阵. (B) 错, 因不能判断 Ax = b 是否有解. 正

确答案是 (D). 3.271

Example 137. 设 n 元⾮齐次线性⽅程组 Ax = b 中⽅程个数为 m, r(A) = r, 则

【 】

(A) 当 r = m 时, 则 Ax = b 有解.
(B) 当 r = n 时, 则 Ax = b 有唯⼀解.
(C) 当 n = m 时, 则 Ax = b 有唯⼀解.
(D) 当 r < n 时, 则 Ax = b 有⽆穷多个解.

解: 注意到⽅程个数为 m, 即 (A, b) ⾏数为 m, r(A, b) ⩽ m.
当 r = m 时, 由 m = r(A) ⩽ r(A, b) ⩽ m, 得 r (A, b) = m, 即 r(A) =

r(A, b), 则 Ax = b 有解. 故选 (A).
(B) 错误: r = n 不能得到 r(A, b) = r(A), 即不能判断 Ax = b 是否有解.
(C) 错误: 只是说了 A 为⽅阵⽽已.
(D) 错误: 不能判断 Ax = b 是否有解. 3.272

Example 138. 设 n 阶矩阵 A 的伴随矩阵 A∗ ̸= 0, 若 ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 是⾮齐次⽅

程组 Ax = b 的互不相等的解, 则对应的齐次⽅程组 Ax = 0 的基础解系 【 】

(A) 不存在. (B) 仅含⼀个⾮零解向量.
(C) 含有两个线性⽆关的解向量. (D) 含有三个线性⽆关的解向量.

79



解: 已知 A∗ ̸= 0, 即 A ⾄少有⼀个代数余⼦式不等于零, 则 A ⾄少有⼀个 n− 1

阶⾮零⼦式, 故 r(A) ⩾ n− 1.
又 ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 是⾮齐次⽅程组 Ax = b 的互不相等的解, 即⾔ Ax = b 的

解不唯⼀, 所以 A 不是满秩的, 得 r(A) ⩽ n− 1.
综上得 r(A) = n − 1, 则齐次⽅程组 Ax = 0 的基础解系仅含⼀个⾮零解向

量, 故选 (B). 3.273

Example 139 (P.381 题 35(2002 数四)). 已知 4 元齐次线性⽅程组 (I) 为{
2x1 + 3x2 − x3 = 0,

x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0,

又已知另⼀个 4 元齐次线性⽅程组 (II) 的⼀个基础解系为

α1 = (2,−1, a+ 2, 1)T , α2 = (−1, 2, 4, a+ 8)T .

(1) 求⽅程组 (I) 的⼀个基础解系;
(2) 当 a 为何值时, ⽅程组 (I) 和 (II) 有⾮零公共解? 在有⾮零公共解时, 求

出全部⾮零公共解.

解: (1) ⽅程组 (I) 的⼀个基础解系为 β1 = (5,−3, 1, 0)T, β2 = (−3, 2, 0, 1)T.
(2) ⽅程组 (I) 和 (II) 有⾮零公共解, 将 (II) 的通解 k1α1 + k2α2 代⼊ (I) 中, 得 3.274{

(a+ 1) k1 = 0,

(a+ 1) k1 − (a+ 1) k2 = 0.

当 a ̸= −1 时, k1 = k2 = 0, k1α1 + k2α2 = 0, 则 (I) 和 (II) ⽆ .⾮ .零公共解;
当 a = −1 时, k1, k2 任意, 此时 (I) 和 (II) 有⾮零公共解, 且全部⾮零公共

解为

k1α1 + k2α2 = k1


2

−1

1

1

+ k2


−1

2

4

7

 ,

k1, k2 为 .不 .全 .为 .零的任意实数. 3.275

Example 140 (2005 数四). 已知齐次线性⽅程组

(I)


x1 + 2x2 + 3x3 = 0,

2x1 + 3x2 + 5x3 = 0,

x1 + x2 + ax3 = 0,

和 (II)
{

x1 + bx2 + cx3 = 0,

2x1 + b2x2 + (c+ 1)x3 = 0,

同解, 求 a, b, c 的值.

解: 记两⽅程组的系数矩阵分别为 A, B.
因 A 的前两⾏不成⽐例, 则 r(A) ⩾ 2, 又 r(B) ⩽ 2, 由 (I) 和 (II) 同解, 得

r(A) = r(B) = 2.

所以 |A| = 0, 由

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3

2 3 5

1 1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2− a
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得 a = 2. 对系数矩阵 A 作初等⾏变换, 有 3.276
1 2 3

2 3 5

1 1 2

 r2−r1−r3−−−−−−→
r1−r3


0 1 1

0 0 0

1 1 2

 −−→


1 0 1

0 1 1

0 0 0

 ,

得 (I) 的⼀个基础解系: (−1,−1, 1)T, 代⼊ (II), 有{
−1− b+ c = 0,

−2− b2 + c+ 1 = 0,

得 b = 1, c = 2, 或 b = 0, c = 1.
当 b = 0, c = 1 时, r(B) = 1, 从⽽ (I) 和 (II) 不可能同解. 故 b = 0, c = 1

应舍去.
综上, 当 a = 2, b = 1, c = 2 时, (I) 和 (II) 同解.

� 注意 “同解” 和 “有公共解” 的差异. 若线性⽅程组同解, 则两者的系数矩阵

的秩是相等的. 3.277

Example 141 (2003). 设有齐次线性⽅程组 Ax = 0 和 Bx = 0, 其中 A, B 均为

m× n 矩阵, 现有 4 个命题:
1⃝ 若 Ax = 0 的解均是 Bx = 0 的解, 则 r(A) ⩾ r(B).
2⃝ 若 r(A) ⩾ r(B), 则 Ax = 0 的解均是 Bx = 0 的解.
3⃝ 若 Ax = 0 与 Bx = 0 同解, 则 r(A) = r(B).
4⃝ 若 r(A) = r(B), 则 Ax = 0 与 Bx = 0 同解.
以上命题正确的是 【 】

(A) 1⃝ 2⃝. (B) 1⃝ 3⃝. (C) 2⃝ 4⃝. (D) 3⃝ 4⃝.

解: 若 Ax = 0 的解均是 Bx = 0 的解, 则可以认为前者的基础解系是后者基础

解系的⼀部分, 从⽽ n− r(A) ⩽ n− r(B), 得 r(A) ⩾ r(B). 所以 1⃝ 正确.
若 Ax = 0 与 Bx = 0 同解, 则两者的基础解系相同, 所以 n − r(A) =

n− r(B), 得 r(A) = r(B). 知 3⃝ 正确. (这可以作为⼀个小的结论.)
故选 (B).
2⃝ 和 4⃝ 犯的是⼀样的错误. 因为, 由系数矩阵秩的关系, 不能得到⽅程组解

之间的关系. 3.278

Example 142 (2001 数三). 设 A 是 n 阶矩阵, α 是 n 维列向量, 若 r
(

A α

αT 0

)
=

r(A), 则线性⽅程组 【 】

(A) Ax = α 必有⽆穷多个解. (B) Ax = α 必有唯⼀解.

(C)
(

A α

αT 0

)(
x

y

)
= 0 仅有零解. (D)

(
A α

αT 0

)(
x

y

)
= 0 必有⾮零解.

解: 已知 r
(

A α

αT 0

)
= r(A), ⽽ r(A) ⩽ n, 所以 r

(
A α

αT 0

)
< n+ 1, 得 n+ 1

元齐次线性⽅程组

(
A α

αT 0

)(
x

y

)
= 0 有⾮零解. 选 (D).
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另外, 由 r
(

A α

αT 0

)
⩾ r (A,α) ⩾ r(A), 可得 r (A,α) = r(A), 只能说明⽅

程组 Ax = α 有解, 不能断定解是否唯⼀, 选项 (A), (B) 都是不恰当的. 3.279

Example 143 (2005 数⼀). 已知三阶矩阵 A 的第⼀⾏是 (a, b, c), a, b, c 不全为

零, 矩阵 B =


1 2 3

2 4 6

3 6 k

 (k 为常数), 且 AB = 0, 求线性⽅程组 Ax = 0 的

通解.

解: a, b, c 不全为零, 则 r(A) ⩾ 1. 又 1 ⩽ r(B) ⩽ 3− r(A), 所以 1 ⩽ r(A) ⩽ 2.

(1) 若 r(A) = 2. 则 r(B) = 1, k = 9, 这时 ξ1 =


1

2

3

 是⽅程组 Ax = 0

的⼀个基础解系, 于是通解为 k1ξ1 (k1 是任意实数).
(2) 若 r(A) = 1. 则 r(B) = 1 或 2.

(i) r(B) = 2, 则 k ̸= 9, 这时 ξ1 =


1

2

3

, ξ2 =


3

6

k

 是⽅程组 Ax = 0

的⼀个基础解系, 于是通解为 k1ξ1 + k2ξ2, k1, k2 是任意实数. (ii) r(B) = 1, 则 3.280

k = 9, 这时 B 的列向量不能构成⽅程组 Ax = 0 的⼀个基础解系. 由 Ax = 0,

得 ax1 + bx2 + cx3 = 0, 不妨设 a ̸= 0, 得 ξ1 =


− b

a

1

0

, ξ2 =


− c

a

0

1

 是⽅程

组 Ax = 0 的⼀个基础解系, 于是通解为 k1ξ1 + k2ξ2, k1, k2 是任意实数. 3.281

7.2.3 矩阵的秩

Example 144. 设 3 阶矩阵 A =


a b b

b a b

b b a

, 若 A 的伴随矩阵的秩等于 1, 则

必有 【 】

(A) a = b 或 a+ 2b = 0. (B) a = b 或 a+ 2b ̸= 0.
(C) a ̸= b 且 a+ 2b = 0. (D) a ̸= b 且 a+ 2b ̸= 0.

解: 由关系式

r(A∗) =


n, 当 r(A) = n,

1, 当 r(A) = n− 1,

0, 当 r(A) ⩽ n− 2.

已知 r(A∗) = 1, 得 r(A) = 2, 则 |A| = 0. 3.282

计算得

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b b

b a b

b b a

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (a+ 2b)(a− b)2,

所以 a = b 或 a+ 2b = 0.
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⽽ a = b 时, 有 A =


b b b

b b b

b b b

, 得 A∗ = 0, 不合题意, 所以要求 a ̸= b.

选 (C). 3.283

Example 145. 设 A 为 n 阶矩阵, 试证: r(A) + r(A+ I) ⩾ n.

证: 注意到 r(A) = r(−A), 有

r(A) + r(A+ I) = r(−A) + r(A+ I)

⩾ r
(
(−A) + (A+ I)

)
= r(I) = n.

3.284

Example 146. 设A是 4×3矩阵, 且 r(A) = 2, ⽽B =


1 0 2

0 2 0

−1 0 3

. 则 r(AB) =

.

解: 因为 |B| = 10 ̸= 0, 即 B 可逆. 所以 r(AB) = r(A) = 2. 3.285

Example 147. 设矩阵 A =


k 1 1 1

1 k 1 1

1 1 k 1

1 1 1 k

, 且 r(A) = 3, 则 k = .

解: 由 r(A) = 3, 知 |A| = 0. 又

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k 1 1 1

1 k 1 1

1 1 k 1

1 1 1 k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (k + 3)(k − 1)3,

得 k = −3, 或 k = 1 (此时 r(A) = 1, 舍去). 故 k = −3. 3.286

Example 148. 设 n (n ⩾ 3) 阶矩阵 A =


1 a · · · a

a 1 · · · a
...

...
. . .

...

a a · · · 1

, 若 r(A) = n−1, 则 a

必为 【 】

(A) 1. (B) 1
1−n . (C) −1. (D) 1

n−1 .

解: 由 r(A) = n− 1, 知 |A| = 0. 又∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a · · · a

a 1 · · · a
...

...
. . .

...

a a · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= [1 + (n− 1) a] (1− a)n−1 ,

得 a = 1
1−n , 或 a = 1. ⽽ a = 1 时 r(A) = 1, 舍去. 选 (B). 3.287
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Example 149. 设 A 是 m × n 矩阵, C 是 n 阶可逆矩阵, 矩阵 A 的秩为 r, 矩

阵 B = AC 的秩为 r1, 则 【 】

(A) r > r1; (B) r < r1;
(C) r = r1; (D) r 与 r1 的关系依 C ⽽定.

解: 由 B = AC, 及 C 是 n 阶可逆矩阵, 知 B ∼= A, 故选 (C).
这个题⽬很基本: 可逆矩阵与矩阵相乘, 不改变矩阵的秩. 见教材矩阵秩的性

质 3. 其根源是初等变换不改变矩阵的秩. 3.288

Example 150. 若 An×mBm×n = In (n < m), 证明: r (Bm×n) = n.

证: 注意到 n < m, 有

n = r (In) = r(An×mBm×n)

⩽ r (Bm×n) ⩽ min{n,m} = n,

所以, r (Bm×n) = n. 3.289

Example 151. 试证: r(AB) = r(B) 当且仅当⽅程组 ABx = 0 的解均为 Bx = 0

的解.

证: 当⽅程组 ABx = 0 的解均为 Bx = 0 的解时, 由于 Bx = 0 的解均为

ABx = 0 的解, 故两⽅程组同解, 于是其系数矩阵的秩相同.
当 r(AB) = r(B) 时, 记 WAB, WB 分别为⽅程组 ABx = 0, Bx = 0 的全

体解向量. 则

dimWAB = n− r(AB) = n− r(B) = dimWB.

又 Bx = 0 的解均为 ABx = 0 的解, 即 WB ⊆ WAB, 所以必有 WB = WAB. 故

两⽅程组同解, 得⽅程组 ABx = 0 的解均为 Bx = 0 的解. 3.290

Example 152. 设 r(AB) = r(B), 试证对任意可乘的矩阵 C, 均有 r(ABC) =

r(BC).

证: 由 151 题, 只需证明: ⽅程组 ABCx = 0 的解均为 BCx = 0 的解.
设 y0 为 ABCx = 0 的解, 即 ABCy0 = 0, 下证 BCy0 = 0.
记 Cy0 = x0, 则 ABx0 = 0. 又 r(AB) = r(B), 由 151 题知 ABx = 0 的

解均为 Bx = 0 的解, 故 Bx0 = 0. 即 BCy0 = 0. 3.291

7.2.4 解矩阵方程

求解形如 AXB = C 的⽅程, 仍然可以使⽤初等变换的⽅法 (假定 A, B 可逆).
分两步:

(i) 由初等⾏变换

(A,C)
r−−→ (I,A−1C),

算得 A−1C;
(ii) 由初等列变换 (

B

A−1C

)
c−−→

(
I

A−1CB−1

)
,

84



得到 A−1CB−1. 3.292

Example 153. 解矩阵⽅程(
1 4

−1 2

)
X

(
2 0

−1 1

)
=

(
3 1

0 −1

)
.

解: 记⽅程组为 AXB = C.

(A,C) =

(
1 4 3 1

−1 2 0 −1

)
r2+r1−−−−→

(
1 4 3 1

0 6 3 0

)
r1 − 2

3
r2−−−−−→

r2 ÷ 6

(
1 0 1 1

0 1 1
2 0

)
,

即 XB = A−1C =

(
1 1
1
2 0

)
. 又 3.293

(
B

A−1C

)
2 0

−1 1

1 1
1
2 0


c1+c2−−−→


2 0

0 1

2 1
1
2 0


c1÷2−−−→


1 0

0 1

1 1
1
4 0

 ,

所以, X = A−1CB−1 =

(
1 1
1
4 0

)
. 3.294
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